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第一部分牛顿力学 


牛顿力学研究质点组在三维欧氏空间中的运动.牛顿力学的 
基本概念和定理 t 甚至在用笛卡尔坐标表述时）对于这个空间的 
6维①欧氏运动群都是不变的. 

一个有势的牛顿力学系可以用质点的质量和力学系的位能来 
表述.保持位能不变的空间中的运动对应于各种守恒律. 

牛顿运动方程使我们能完全解出一系列重要的力学问题，包 
括在有心力场中的运动 问题. 


第一章实验事实 

我们将在本章中给出作为力学基础的实验 事实： 伽里略相对 
性原理和牛顿微分方程.我们要考查由相对性原理所加于运动方 
程上的限制，还要举出一些简单例子. 

1 相对性原理和决定性原理 

我们将在本节中介绍和讨论惯性参考系（坐标系）的 槪念. 本节内容 
的数学提法将在下一节给出. 

经典力学的基础是一些实验事实 ®. 我们将列出其中 的几. 


① 对更大的伽里略时空变换群也是不变的， 

② 所有这些“实验事实”都只是近似为真，，而可用更精确的实验推翻.为了避 
免叙述繁冗，以下我们不再讲这一点，讲到我们的数学模型时，都当它们是_ 
精确地描写了物理现鷇的. 
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A 空间与时间 

我们所在的空间是三维欧氏空间，时间则是一维的. 

B 伽里略相对性原理 

存在一些参考系（坐标系）称为惯性系，它们有以下两个性 
质： 

1. 在所有惯性系中，一切自然规律在任何时刻都相同 * 

2. 相对于一个惯性系作勻速直线运动的一切参考系也都是 

惯性系. 

换句话说，如果附着在地球上的参考系是惯性系，那么在一 
个相对地球作匀速直线运动的列车上，实验者完全在列车内作任 

何实验都不能使他觉察到列车的运动. 

事实上，附着在地球上的参考系只是近似的是惯性系.附着 
在太阳或其它恒星等上的参考系则更接近于惯性系. 

C 牛顿的决定性原理 

一 个力学系的初始状态（即其中各点在某一时刻的位置与速 
度的总体）唯一地决定其运动. 

因为我们很早就认识到这一点，所以很难怀疑这个事实，可 
以想像这样一个世界，在其中为了决定一个系统的未来还需要知 
道其初始时刻的加速度，但是经验表明，我们的世界井不是这 
样. 


2 伽里略群和牛顿方程 

在本节中我们将定义和研究伽里略时空变涣群.然后我们考虑牛顿方 
程以及它对于伽里略变换的不变性质对方程右方所加的最简单的限制①， 


①不需要第一节论断的数学表述的读者可以略去本节. 
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图 l 平移 


我们用 R 记全体 实数的集合. 

用 P 记 〃维 实矢量空间. 

n 维仿射空间3 •与 R •的区别在于 

f 

它没有“固定原点”.群 R * 可以作为 平移群 作用在上（图 i )« 

a->a + 5, A n 9 W，a + b€R*. 

[所以 W 中两点的和没有定义，但其差有定义而且是 P 中的一 
个矢量 : k 

矢量空间以上的一个欧氏构迻就是一个正定对称双线性形 
式，称为数量积.数量积使我们能定义相应的仿射空间中两 
点的 距离： 


Pix ， y') = \\ x- yi = y/ix - y T x- y) 

仿射空间带上这个距离函数就叫做敗氏空间并记作五 •• 

B 伽里略构造 

伽里略时空构造包含以下三要素： 

1. 宇宙——趁是一个四维仿射①空间 d 4 中的点称为 


世界点或事件.宇宙 d 4 中的平移构成一个矢量空间 R 4 . 


2. 时间- 


这是一个线性映射由宇宙的平移矢 


量空间映到实的“时间轴”*由事件 a ew 4 
到事件 fce Z 4 的时问间隔即数〖(6 - a ) 

(图 2) •若0 ， 就说事件 a 和6 
是同时的. 

与一个固定事件同时的事件之集合是 
的一个三维仿射子 空间. 它叫做同时 图2时间#的间隔 

事 件空间 A \ 





①以前，对宇宙并不賦以仿射构造而赋以线性构造（即字宙的地心系统) 





映射丨的梭由 j 4 的这样一些平移构成，它们把某一事件 
(从而也将每个事件）变为与它同时的事件，这个核是矢量空间 
R 4 的一个3维线性子空间 R 3 . 

伽里略构造还包含一个要素： 

3. 同时事诤的距离 

p(cz ， 6) = I) a — 6 || == (a — 6, a - 6) a, 6 6 J 8 

由 R 3 上的 数量积 给出.这 个距离使每个同时事 件空间 都成为3 
维欧氏空间 五 3 . 

具有伽里略时空构造的空间 d 4 称为伽里略空间. 

可以谈到在不同位置同时发生的两个事件，但是“在三维空 
间同一位置 上发生的不同时事件〜6 ew 4 ” 这种说法没有意 
义，因为我们没有选定一个坐标系. 

伽 里略群 就是伽 里略空间中保持其构造的一切变涣所成的 
群. 这个 群的元素称为 伽里略变换.所以，伽里略变换就是 
中保持时间 间隔和 同时事件的距离不变的仿射变换. 

例考虑时间轴 （和 一个三维矢量空间 R 8 的直积① RxR 3 ; 设 
R 3 有一固定的欧氏构造.这样的空间有自然的伽里略枸造 t 我 
们称之为伽里略坐标空间 • 

我们要举出这空间中伽里略变换的三个例子.首先是 速度为 

v 的匀速 运动： 

其次，原点的平移： 

y 2 (Z, x) = (^ + 5,x +s) V f 6 R, x £ R 3 . 


® 提一下，两个集合 j 和 B 的直积就是有序对 （ a , 6) 的 集合， aC A . b^B 
两个空间（矢 量、 仿射或欧氏空间）的直积仍育同类型空间的 构造. 



最后， 坐标轴的炎转： 

g s (t t x) = Gxy, v t€R,x^R s m 

Gt R 3 — R 3 是一个正交 变换. 

问题证明空间 R x R 3 的每个伽里略变换都可唯一地表为一个 
旋转、一个平移和一个匀速运动的组合<^=仍》仍。仍）（所以， 
伽里略群的维数是3 +4+3 -10). 

问题证明一切伽里略空间均互相同构①，而特别是同构干坐标 
空间 RxR 3 . 

令 M 为一集合，一个 1-1 对应屮 1: Af+R X R 3 称为集 M 上 
的伽里略坐标系. 坐标系灼 称为对％均匀地运动， 若 
R x R 3 —R x R 3 是一个伽里略 变换. 伽里略坐标系灼和扒给从以 
相同的伽里略构造. 

C 运动，速度，加速度 

R " 中的运动就是一个可微映射怎： /— R % J 是实轴上的 
一个区间. 

导数 


x (^ 0 )= 


dx 

~di 


= lim 怎 ((。+ 办 ）- 3^((0〉 e 

/— /# /*—o h 


称为点的速度 夫量. 
二阶导数 


#畢 

t (, o 〉 = 


d^x 

一 



称为 L 点的加速度矢量* 



①即存在相互之间的一个保持伽里略构造的 1-1 映射, 



我们将假设遇到的函數都可以连续求导所需要的那么多次. 
以下除非另有声明， 映射，函 数等等都理解为可微映射，可微函 
数 等等. 映射 J — R " 的象称为 P 中的一个机迹 或曲线 • 

问题平面上一个可微运动的轨迹可否具 
有图3的形状？其加速度矢量可否有匳 
所示的值？ 

答是 .否. 

我们现在定 义在三 维欧氏 空间中 n 
动点的乃学系. 

令 x : R — R 3 为 R 3 中的 运动. 它的 
图象①是 R x R 3 中的曲线. 

伽里略空间中的曲线若是一个运 
动 在某个 （因此也在每个〉伽里略坐 
标系下的图象，就称为 世界线 （图 4). 

«点系统的运动在伽里略空间中 
给出《条世界线.在伽里略坐标系中，它们可用《个映射工，： 

R + R 3 f = l ，2, …，《 来表示 • 

«个1? 3 的直积称为 w 点系统的构形空间.上述 n 个映射; r t: 

R - R 3 构成了由时间轴到构形空间的一个映射， 

x ： N - 3«. 

这个映射也称为此 ”点系统在咖里略坐标系 R x R 3 中的运动 • 

D 牛顿方程 

根据牛顿的决定性原理（节1 C ), ^个系统的一切运动都由 
其初始位置和初速度 (i W € R 〃） 唯一地决 

定. 


1上 


个 



点的运动轨迹 



①映射 /: 的图象是直积 4 x 5 中由 （〜/( a )), 所成的 子集. 



特别是，初始位置和初速度决定了加速度.换言之，存在― 
个函数 F : R ^ xR^x R — F 使得 


(1) x = FCx,x ,0. 

牛顿以方程 （1) 作为力学的基础.它称 为牛顿 方程. 

由常$分方程解的存在与唯一性定理，函数石与初始条件 
*</ 0 )和； G 。） 唯一决定一个运动①. 

对每个特定的力学系，函数 F 的形状是由实验决定的.从数 
学观点来看， F 的形状构成该力学系的定义. 


E 由相对性原理所加的限制 

伽里略相对性原理指出：在物理时空由有一个特定的伽里略 
构造 C “惯性参考系类”），具有以下性质. 

若对任一力学系®各点的世界线 
作同一伽里略变换，将得出同一系统 


的世界线（但有新初始条件）（图 5), 


这就对在惯性系中写出的牛顿方 
程的右方加上了 一系列 限制： 方程 
( 1 ) 对伽里略变换群必须不变， 



i 


图 5 伽里略相 对性原 m 


① 需要在一定的光滑性条件下，这些条件我们假设是适合的.一般说来，方程 

(1) 只在时间轴的某 iz 间上决定一个运动.为简单计，我们设此区间就是 
整个时间轴，而在大多数力学问题中都是如此， 

② 在叙述相对性原理时，必须记住，讲的只是封闭的物理系统（包括力学系 
统)，即是说，在研究这个给定现象时， 一 切其相互作用对此现象有影响的物 
体，都必须包括在该系统内。严格说来，.我们应该把宇宙中一切物体都包街 
在系统中.但是从经验中知道，可以忽略其中的许多.例如在研究行星绕曰: 
运动时，我们可以忽略行星之间的引力. 

另一方面，在研究地球附近的物体时，如果不把地球包括在内，这系 统就不 
是封 闭的； 在研究飞机的运动时，如果不把飞机周围的空气包括在内，系统 
也不是圭 t 闭的,等等.将来.“力学系"一词在大多数情况下表示到•闭系，女 si 
果有非封闭系的问题，将要明显地指出（例如见节 3). 



例 1 时间平移是伽里略变换.对于时间平移的不变性意味着 
“自然界的法则是恒定的”，即， 若 是方程 （1) 的 
解，则对任意 seR ，+ 也是一 个解. 

由此可知，在惯性参考系中 （1) 式右方不含时间： 

• » • 

x-O ( x , X ). 

注右方含时间的微分方程，在以下情况下出现. 

设我们在研究力学系 I + n 的部分 I . 部分 n 对部分 I 的影 
晌有时可以用描述部分 I 的方程组中参数对时间的变化来代 

替. 

例在研究地球上大多数现象时，月球对地球的影响可以 不计. 
然而，在研究潮汐时，必须考虑到这个影响；但是，不必引入月 
球的引力，只要引人地球上重力大小的周期性变化就可以做到这 
—点. 

在求解一个问题时作形式运算的结果也会出现变系数方 

程. 

例2 三维空间中的平移也是 伽里略 变换. 方程 （1) 对于这神 
平 移的不变性意味着空 间是均 匀的，即“空间各点有相同性 
质也就是说， 若 A = ”) 是适合 （1) 的 n 个点 

的运动，则对任意 reR 3 , 运动⑴ + r(i = l , …， 《) 也满足 
方程 （ 1 )- 

由此可得，惯性参考系中的方程 （1) 的右方只能依赖于 
“相对 坐标” 

过渡到匀速运_的坐标系下也有不变性（这并不改变 < 和 
^ Ci - X i 9 但对每个 X ，都会加上一个定矢量17)，由此可知，惯性参 

考系下的方程 （1) 之右方只能依赖于相 对速度 

•* • • 

{ Xi ~ X k9 D — X *})，！•，/， A = l ， 

例 3 伽里略 变换中还有三维空间的旋转 • 对这些旋转的不变 



性， 意味着 空间是各向同 性的；没有什么特殊的 方向. 

于是，如果队: R — R 3 (“1， …， 幻是《个点的系统的满 

足 （1) 的运动，而 G : R 3 — R 3 是一个正交变换，则运动 ••: 

R - R 3 (t = l , «) 也满足 （1). 换言之 

F(Gx ， Gx ^> = GF ix,x ). 

amt % 

Gx 表示 （ Gx ! ，…， 

问题若一力学系只由一点组成，证明它在惯性参考系中的加速 

度为零(“牛顿第一定律”）. I 

提示由例1，例2，加速度矢量不依赖于怎，怎或（，而 

由例3，矢量 P 应对旋转 不变. 

问题一个力学系由两点组成.在初始时刻其速度（在某惯性参 
考系中）均为零.证明它们将停留在初始时刻联结它们的直线 

问题一个力学系由三点组成.在初始时刻其速度（在某惯性参 
考系中）均 为零. 证明它们总位于初始时刻包含它们的平面 

上* 

问题一个力学系由两点组成_证明对任意初始条件都存在一个 
惯性参考系，使在其中这两点总位于一个固定平面上 • 

问题证明“镜子里面”的力学和我们的力学是一样的* 

提示在伽里略群中有一个反射变换，改变 R 3 的定向 • 

问题惯性参考系类是否唯一？ 

答否. 改变长度和时间单位或时间的方向就可得出其它的惯性 
参考系类. 


3力学系的例子 

我们已经提到对于每个力学系，牛顿方程（1>中函数 P 的形状由实 


• 9 



验确定.下面是些 例子. 

在考査具体的力学系时，不把宇宙间一切物体都归入这个系统是合理 
的.例如，在研究发生在地球上的多数现象时，可以忽略月球的影响.此 
外，通常也可以不计所研究的过程对地球本身运动的效应 I 我们甚至可以 
把附着在地球上的一个坐标系看作“固定的”.很清楚，相对性原理不再把 
前述的限制加在用这样的坐标系写出的运动方 程上. 例如，在地球附近就 
有一个特殊的方向：铅直方向. 

A 例1:石块落向地球 

若％是石块在地面上方的 高度，实 验表明 

( 2 ) 欠=_分，这里 8 m / s 2 (伽里 略）. 

若引入“位能” gx ， 则方程 （2) 可以写为 


dU 


若 U : 是嗾氏空间上的可微函数，则我们将用 

^//对表示函数 C / 的 梯度. 若 E N = E ' x … xE ' 是欧氏空间 
的直积，则我们记一点工为（怎” …， x h ) 9 记矢量 
为(^/^，-.，^/^).特別是，若〜•••，巧是 P 中的笛卡 
尔坐标，则矢置^//找的分量是^//^^，…，^//扣*. 

实验表明石块对地球上某点0的径矢量满足方程 


(3 ) 



9U 

dX 


其中 U = ( fif ， 疋)， 


右边的矢量指向 地球. 它称为重力加速度夫量 
沿(图6 ). 

B 例2:从很大高度下落 

和所有的实验事实一祥，运动 （ 2〉的 



Y777777777/7T. 


规律适用范围是有限的.按照牛顿所发现的 



石块落向地球 




70 • 



一个更精确的落体定律，加速度反比于距地心距离的平方 * 



^ = r 0 + x (图 7). 

如果我们引入与到地心的距 
，离成反比的位能 

U =- k = gr^ 9 



图7 地球的重力场 


则这个方程也可以写成 （3) 的形状. 

问题决定必须以什么速度掷出石头才能使它无限地远离地球表 
面®. 


答 >11.2 km / ssc . r 0 = 6400 km *. 

C 例 3: 物体 在弹簧作用下沿直线的运动 
实验表明，弹簧在小的拉伸下，其 

上物体运动的方程将是（图 8) 

» ♦ 

x ~ — a z x^ 



如果我们引入位能 


图8 弹賛上的物体 


一厂， 

这方程也可以写成 （3) 的形状 • 

如果把这一个物体换成两个与它相同的物体，则在弹簧同样 

的拉伸下，加速度只有一 半大. 

已经在实验中证实，对于任意两个物体，在弹簧同样的拉伸 


e 这就是所谓第二宇宙速度 w ，我们的方程中并没有计入太阳的引力如果石 
块对地球的速度小于 16.6 km/sec 的话，太阳的引力会制止石块逸出太阳系， 

^日译本注 


争 
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下，加速度之土是固定的（即不依赖于拉伸的程度或弹 
簧的特性，而只依赖子物体本身）.这个比的倒数定义为这两个物 
体的质 量比： 



我们取一固定物体，例如一升水*，作为质量单位.我们4 
经验中知道所有物体的质量都是正的.质量与加速度的乘积 mi 
不依赖于物体，而是弹簧拉伸的一个特征.这个值称为弹簧作用 
于物体的力. 

我们以“牛顿”作为力的单位.如果把一升水悬挂在地球表 
面上的一个弹簧上，弹簧的作用力是 9. 8牛顿 （ = lkg ). 

D 例 4 : 保守系 

令 E * 3 " =丑 3 x … x 是欧氏空间五 3 中一个《点系统的构形 

空间。 令为一可微函数， m ! ，…， 均为正数. 

定义质量为饥1， …， 的 fi 个点在位能为 t / 的势场中的运动由 

以下微分方程组给出 * 

•• bU 

( 4 ) rriiXt -- * = 1, «. 

3X { 

例 1 到例 3 中的运动都有这样的形状.许多其它力学系的运 
动方程也有相同的形状.例如，天体力学中的三体问题就是一个 
(4) 那样的问题，其中 


11*^1 — ^il 11^2 ~ ^ 3 !! || X 3 — X\ 11 

许多来源完全不同的方程也可以化成 （ 4 )的形状，例 如电振 
动的方程就是.在下一章里我们主要研究 （4) 那样形式的微分 
方程组. 


* 严柊说，还应指出这升水所处的温度、压力等等一日译本注 
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第二章运动方程的研究 

在绝大多数情况（例如，三体问题)下，我们既不能解出运动的 
微分方程组，也不能完全地描述解的性态.在这一章里，我们要 
考虑一些简单然而重要的问题，它们的牛顿方程是可解的. 

4 具一个自由度的力学系 

在本节中我们要研究微分方程 （1) 的相乎面.看一看位能的图象就 
足够对 这个方 程作定性的分 析了. 此外，用求积法积出了方程（1> . 

A 定义 

具一个自由度的力学系就是可以用一个微分方程来描述的力 
学系： 

( 1 ) x = fix) 

动能是二次型 



位能是函数 

J • d 

公式前的符号使得当石块高于地面时，其位能为正. 

注意，位能决定了 /. 因此，为了刻划<1)形的系统，给 
出位能就够了.对位能加一个常数不会改变运动方程 （ 1 ) # 
总能量是二者之和： 

E = T + U m 

总能量一般是％和 i 的函数： Edx ， h . 

茏理（能置守恒定律） 按方程 （ 1 ) 运动的点之总能量守 
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恒： E(xQ), 与 f 无关. 

f • «• Jt 厂， • • * 

证 + f/) ^ x x x - x { x — /(%)) 二 0 . CD 

at ax 


B 相平面 

方程 a ) 等价于以下两个方程的方程组 

# • 

(2) x = y 0 y = f Cx) • 

考虑 坐标义 y 的平面，称为方程（1>的相平面.相平面上的 
点称为相点.方程组 （2) 的右方在相平面上决定了一个矢量 
场，称为相速度矢量场. 

(2) 的解是相平面上一个相点的运 动炉: R — R 2 , 而动点在 
每时刻的速度等于相点在该时刻①所在位置处的相速度矢量. 
中的象称为相曲线.因此，相曲线由以下的参数方程给出 
x=<p{0 9 ym 

问题证明经过每个相点有一条且仅有一条相曲线。 

提示参考常微分方程 教本. 

我们要注意，相曲线可能只含一点.这种点称 为平衡位置. 
平衡位置上的相速度矢量为零. 


能量守恒定律使我们很容易找到相曲线.在每个相曲线上 
总能量是恒定的.因此，每个相曲线 f 


都完全位于一个等能集 EOc 9 y ) 

卜 . . 

— L * • 

C 例子 

例〗振动理论 的基本方程是 

畚眷 

X = - 

这时（图 9) 我们有 



图9 方程 AT =^ — 的相平面 


①为简单计，我们于此假设解中定义在整个时间轴1?上, 
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« 參 

7 1 - II - x2 F - xt 4- x% 

2 9 9 T + 2"- 

_ ■ «• 

等能集是同心圆和原点.相点 （ at ， y ) 处的相速度矢量分量为 
x ). 它与动径方向垂直大小相等.因此，相点在相平面 
上的运动是绕 O 的匀速旋转: 

x = r 0 cos(^ 0 一 0, 夕 = r 0 sin(^ 0 

- O .每个等能集都是相曲线. 

% 

mr 设位能由图10的图象给 
出.我们要画出等能集 fy + 

U ( cc ) =： E . 下面的事实 t 对此 

是有用处的. 

1 . (2) 的平衡位置必 
在相平面的％轴上,若 S 是位能的 
/临界点，即(^//办） U - { =0， 

则点欠 = S , 7= 0是一个平衡 
位置， mio 位能和相曲线 

2 . 等能集在其上各点附近都是光滑曲线，只要这点不是平 
衡位置（这可由隐函数定理得出）.特別是，若数五不是位能的临 
界值（即不是位能在其一个临界点上所取的值)，则能量为 £* 的等 
能集是一个光滑曲线. 

因此，为了研究等能曲线，应该注意£ '的临 界值与近临界 
值.这里，想象一个小球在势阱 U 中的滚动是很方 便的. 

例如，考虑以下的论证:“动能是非负的.这意味着位能小于 
或等于总能量.位能越小，速度越大这一点就可以翻译成:“小 
球不可能升髙到髙于其初始能量的能级上而跳出势阱 * 当它跌入 
势阱时，小球就获得了速度.”我们也注意到，位能的局部极大点 
是不稳定的，但其极小点是稳定平衡位置 • 
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问题证明这一点. 

问睡图10中相应干能级的分界流形，即相应于的8字形 
曲线，由几条相曲线组成？ 

答 H 条， 

问题决定沿分离曲线运动所需时间. 

答由唯一性定理知时间为无限. 

问题.证明（沿一个方向）由々到心所需时间等于 



(a) ( 6 ) 

图12相曲线 


• If 





何题画出“理想平面摆”方程 x = - Sinx 的相 曲线. 

问题画出“在旋转轴上的摆方程’ _’： ^ - sia 久 +Af 的相曲 


注以上两 M 中父表示摆的角位移.坐标相差2〃 的点对应于 
摆的相同位置.所以，除了相平面以外，考 
虑相柱面 { ic(mod 2n) 9 y) 是自然的. " 

何题求出相应于最大位能 f = (图 - /TN 

13) 的临界等能曲线各分枝的切线. L I 

答 y= ±\/ U f/ ( I ) - 1) # 4 


问题令 s (五）为对应于能级丑的封闭相 
曲线所包围的面积.证明沿此曲线运动的周 

期是 图13临界等能曲线 


T 


dS 


dE 


嫌 


狗题令瓦。为位能在极小点纟的值.求在点 I 附近的小振动的周 
期7%,这里八 = 

答 2n/ 

问题考虑相应于能级五的封闭相曲线.它是否在李雅普诺夫意 
义下稳定 ® # ? 


答 否淺. 

D 相流 

令 M 为相平面上一点.我们来看方程组(2> 的解，其在 （=0 


①关于李雅普诺夫稳定性的定义，见 V.u Arnold ， OrAnary £K//crenK- 
al Equations , U\T Press，1973,155 页——英译本注 

* 见 Smale，S* ， Hirsch，M., W *, [ 1 ] -日译本注 

® 唯一的例外是周期不侬赖于能量的情况. 
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、时的初始条件由点 M 表示.我们假设方程组的任一解都可以拓展 
到整个时间轴上.我们的解在任意值 
t 时所取的值依赖于我们记所得 
的相点（图 14) 为 

M(0 = g l M • 

这样，我们定义了相平面到其自 
身的映射 #: R 2 - R a . 由常微分方程中的定理， 映射# 是一个 
微分同胚（即具有可微逆的 1一1 可微映射）.这些微分同胚 〆 ，- 
f € R 构成一个群： g i+t = g ^ g \ 映射 W 是恒等映射 = 
M ), 沒- ( 是“之逆，由式子沒 = 所定义的映射仍 Rx 

R 2 — 是可微的.把所有这些性质综合起来就说，变换 V 构成 
相平面的 微分同 胚的一个单参数群.这个群也称为由方程组 （2 > 
(或方程 （1)) 给出的相流. 

例方程给出的相流即绕原点旋转角（的旋转 W 之群 • 
问题证明位能为 C /= 的力学系不定义相流 • 

问题证明若位能为正，则必有 相流. 

提示用能量守恒律证明解必可无界地拓展》 ~ 

问题画出圆欠 2 + (夕-1) 2 <+在方程“反摆”5=欠与 

( 6 ) “非线性摆” ^ = - shy 的相流之变换作用下 的象. 



答图15 


$ 






图15相流对圆的作用 


警 
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5 具二个自由度的力学系 


分析一个一般的具有二个自由度的有势力学系超出了现代科学的能力， 
在这一节里我们将看几个最简萆篼例子. 

A 定义 

所谓二个自由度的力学系，我们是指由以下微分方程所定义 
的系统： 

( 1 ) x = Six') 
f 是一个平面矢量场. 

一个力学系如果有一函数％五 2 "^使/= - 就称为 

保守系.于是保守系的运动方程的形状是；== 

B 能量守恒定律 

定理 保守系的总能量守恒，即有 


dE 

_ ■ — —_ 

dt 


1 • •■參 

这里 j? = + x z + U (a:), x % - ( x, : r)• 


证 由运动方程， H=(i，ir) + (^C//ax, x ) 

• * _ 

=(a: + aU/ax ， a?) = 0 . O 

系若初始时刻的总能量为五，则一切轨道均位于区域 C / CrX 尺 

中，即一点在任何时刻都位于势阱心）< 丑内. 

注 对具一个自由度的力学系，总可以引入位能 

u(jx ) = - r / cl) 

J ^0 

具有二个自由度的力学系就不是这样了 • 


① 在平 面五 1 的笛 卡尔坐标中 是 衫 1和 X 户一* 

\ 
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何题找一个形如0： = /0 *:)，0：6五 2 的非保守系之例. 

C 相空间 

运动方程（1>可以化为方程组 


( 2 ) 



攀 



y 2 == - 




具二自由度力学系的相空间即坐标为 A ， 的四维 
空间. 

方程组 （2) 在四维空间中定义了相速度矢量场以及相流① 
(即四维空间中微分同胚的一个单参数 群). （2) 的相曲线是四 
维相空间的子集.整个相空间被分解成相曲线的集合.把相曲线 
由四维空间投影到平面上就给出了动点在 A , A 平面上 
的轨迹.这些轨迹称为轨道.尽管相曲线彼此不相交，〔別可 
以有交点.能量守恒定律的方程 

暑 

E - + U (x) = ^— + U (^1, ^ 2 ) 


在四维空间中定义一个三维超 曲面： 这个 
曲面 a ，。 在相流下 不变： 可以说，相流沿等能超曲 
面 流动.相速度矢量在各点上都切于〜。.所以心。 完全 由相曲 
钱组成（图 16). 

例1 (“球面摆的小振动”） 

令 = + 在 平面上的等位能集是，心圆 

(图 17). 

fe 动方程^ I = — ^19 X Z ~ ~~ 等价于方程组 


①在和上节相同的通常限制下. 




图 16 等能面与相曲线 图 17 球面摆的等位能曲线 

鲁 • 


x 1 = yi 

^ % : 

= yt 

• 

争 


yi = ~ sc i 

yt = 

一允 2 


这个方程组可以分解为两个独立的方程组；换言之，坐标 
^^和心的每一个随时间变化的方式都和具一个自由度的力学系 
—'样. 

每一个解的形状都是 

sci = Cj cos 亡 + c 2 sin t x 2 = c s cos t + sin f 
y x - - Ci sin f + c 2 cos t y 2 - - c s sin t ^ c A cos 

由能量守恒定律， 

E = I iy t 2 + y a 2 ) + 去(父产 + 5C 2 2 ) = const. 

因此，等能超曲面是四维相空间 yz )} 中的 球面. 
问题证明上例的相曲线是此球面上的大風（即球面与过球心的 
二维平面的截口）. 

问题证明曲面 ？ r»。 上之相曲线集构成一个二维球面.公式1 
«/=(々 + iyi)/( at 2 + iy t y 给出了由三维球面亦 £*, 到此二维球面 
(即《；的复平面补充以 oo 点〉 上的“霍普夫 CHopf ) 映射” • 相 
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幽线即点在霍普夫映射下的原象 # 

何题求相曲线在 A , A 平面上的投影（即画出一点的运动轨 
道，. 

例2 (“ 李萨茹 （ Lissajous ) 图形”).我们再来看一个平面运 

动(“具有二自由度的小振动”）： 

“ • i 

义 1 = 一 义 2 = 一 

位能是 

U = \^i Zjr W 


由能量守恒定律，若初始时刻的总能量为 

— r - C 1 + ^ U (欠1 ，欠 2 〉= E ， 

则听有的运动都发生在椭圆[/(々，々)<£'内 • 

我们的力学系包含了两个独立的一维力学系.因此，能量守恒 
定律对其中的每一个都分别成立，即是说，以下的量都分别是守 
桓的： 

E^ — x] + 香 E,， jjc 2 2 + y c ° Z ^ 

iE = E ' + E z ) • 

所以，变量 々界于 区域而心则 
在区域|乂1<為内振动，為= 

£^ C 0)/ c <>. 这两个区域的交 
定义了包含着一切轨道的矩形 
(图 18). 

狗题证明此矩形内接于椭圆 

U ^ E . 图18区域 (/ 

我们的方程通 解是於 = AisinQ^ pO, sc t ^ 為 sin ( 如 + q>0% 



m 
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动点独立地在水平方向上作一个频率为 1 振幅为 的 振动，以及 
在铅直方向上作一个频率为《振幅力 *^2 的振动. 

考虑下面的在 仏平面 上描画轨道的方法.作一个底长 
为2為，高为2為的带形.在带上作一个周期为加為 / o 振幅 
为」 2 的正弦波，并把这带卷成圆柱面（图 19). 把绕在個柱面上 



图 19李萨茄图形的作法 

钃 

的正弦波正交投影到 心乎 面上就给出了所求的轨道， 称为 
李萨茹图形. 

李萨茄图形可以在示波器上很方便地看见，示波器可以把水 
平和铅直轴上独立的谐振动显示 出来. 

李萨茄图形的形状与频率 0 ) 很有关系•若 o == 1 (例1中 
的球面摆)，圆注面上的曲线是一个 椭圆. 它在^1^2平面上的投 
影依赖于相位差仍 - 对于 A = A 我们得到矩形的一条对 
角线；对于小的 A -仏， 我们得到一个内接于矩形而很捿近于 
对角线的 椭圆. 对…我们得到一个主轴为 仏轴 
的椭圆；当外 - A 由兀/2 増加到时，椭圆缩成第二条对角 
线> 当％- A 再增加时，整个过程又从头重复（图 20). 

现在设频率仅为近似相等： • 曲线上相应于0<^< 2 疋 

的一段很接近于一个椭圆 • 下一圈也还很像椭圆,但这时相位差 
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中 2 比原来增加了 1). 所以1时李萨茄图形是一 

个变形了的椭圆而随位相之改变由与一条对角线相合进而与另一 
条对角线相合（图21)« • 



图20 o =- l 时的一串李萨茄图形 



图21 的李萨茹图形 


若一个频率为另一个的2倍 
0=2)，则对于某些特定的 
相移，李萨茹图形将变成一个两 
次走过的弧（图 22). 

问趣证明此曲线是一个抛物 
线.增加相移 A - Pi 将依次得 



出图23上的曲线. 


图 22 = 2的李萨茄图形^ 
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图23 2时的一串李萨茄图形 


$ 



一 般说来，若一个频率是另一个的 《倍 （0>=的，_在相应的 
李萨茄图形的图象中有一个》次多项式的图象（图24)> 这个多 
项式称为契比舍夫 ( Chebyshey ) 多项式. 



图24契比舍夫多项式 


拘题证明若 <3 =饥/«，则李萨茄图形是一个闭合的代数曲线， 
但若是无理数，则李萨茄图形将处处稠密地填满 矩形. 相应 
的相曲线将填满什么？ 


6 保守力场 





我们将在本节中讨论功与位能的关系 • 

A 力场沿一路径所作的功 

M 忆一下力 F 沿路径 S 所作的功 

的 定义. 恒定力 （例如 我们举 起一图 25 恒定力 f 与直的路径 s 所作的功 

个负荷时所用的力）在路径 s = 上所作的功定义为数量积 

(图 25) A = CF , S)=|F || Sl.cos 炉. 

设有矢量场 P 与一有限长曲线乙 
我们用分段为/叹的折线去逼近曲线 
J 并记 t 为力在 2 S , 上某点之值》则 
场 F 在/上之功定义为（图 2 6) 


A 
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在数学分析谋程中证明了，若场是连续的而且/为可求长的，贝 
此极限存在.它记作 f CF , dS ). 

J I 


B 场为保守的条件 

定理矢量场 F 为保守的当且仅当它沿路径 M . M , 之功仅依赖于 j 
路径之端点，而与其形状无关， 

证设场 F 之功与路径无关.这时 

U ( M ) = - r ( F,^SD 

■/ 0 

定义为点 M 的函数.容易验证 



即场为保守的而 C / 是其 位能. 当然，位能只确定到可加上一个任: 
意选定的常数 

反之，设场是保守的而是其位能.这时容易验证 


( F , dS )= - C /( M ) + C /( M 0 ). 

f Jtf 0 

即是说，功不依赖于路径的 形状. 

问题证明矢量场不是 
保守的（图 27). 



问题在除去原点的平面上的场 ^ l =^2/ Ul 2 + AT 2 2 ), F 2 = 


+ 是否是保守的？证明一个场当且仅当它沿任一闭‘ 

• . • 

回路的功为零时才是保守的. 


C 有心场 

定义平面上的矢量场称为以 O 为心的有心场，如果它对平- 
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面上保持 O 固定的运动之群①是不变的 • 

问题证明有心场中一切矢量都位于过0的射线上，而且矢量场 
在一点的大小只依赖于此点到场的中心的距离. 

考虑在点0没有定义的有心场也是有用的 # 

例牛顿场 - A ( r/lr I s 〉 是有心场，但节 6 B 问题中的场不 

是. 

定理 每个有心场都是保守的，而且其位能只依赖于到场 的中心 
的距离 ， U = U ( r ) • 

证由上面的问题，可以设 F ( r ) = 0Cr)e r9 r 是关于 O 的动 
径，「是其长，单位矢量 a = r /| r | 是其 方向. 于是 

■if 2 fr(M 2 ) 

(F-dS) = 0(r) dr f 

J JT ， J r CJfi) 

这个积分显然与路径无关. □ 

问题计算牛顿场的位能. 

注本节中的定义和定理均可直接用于任意维欧氏空 

间. 


7角动置 

我们以后会看到，一个力学问题的方程对某个运动群的不变性总蕴含 
着一个守恒律•有心场对旋转群是不变的.相应的首次积分称为角动置 • 
定义质点（具单位质量）在平面有心场中的运动方程是 

• 4 

r = 0 { r ) e r . 

r 是以场的中心 O 为起点的动径， r 为其长，6为其方向.我们 


①其中包括反射 • 

I 

til • 




认为平面在有向三维欧氏空间内， 

定义 单位质量质点关于 o 点的角 动量是 矢董积 


M = [ r , rj , 

矢量 M 垂直于此平面并由数 M 给出： M = ATn , n = 是法 

矢量， e ! 与仏给出了此平面的有向标 fJf 

架（图 28). 

注一般说来，“作用在 r 点”的矢 
量 a 关于 O 点的矩是 [ r ， d ]; 例如在中 
学静力学中讲过力矩.角动量就是动量 

矩， 图28角动量 

A 角动量守恒定律 

引理令 ct ， l > 为有向欧氏空间 R s 中随时间变化的矢量.于是 

-^-[ a ， b ] = [ a ， b ] + [ a ，&]• 

证由导数定义司知. □ 

定理 （角动量守恒定律） • 在有心场中的运动，关于中心 O 的 
动量矩 M 不随时间而变， 

证由定义 M =[ r，r ] •由引理， Ili = [ r ， r # ] + [ r ， ril . 因为场 
是有心的，由运动方程可知与，共线，所以 2^=0. □ 

B 刻卜勒定律 

角动量守恒定律最早是由刻卜勒通过观察火星运动而发现 
的.刻卜勒对它的陈述方式与此稍有不同_ 

在我们的平面上引入极坐标 n %极点在中心0，在坐标为 
C|r hr , y ) 的点 r 处考虑两个单位矢量：其中 A 沿着动径， 
蓝1此 




2B • 



另外 I 与它垂直并指向少增加的方 
向.我们把速度矢量^用基底 t 与 
I 来表示（图 29). 

引理 有关系式 

• • 争 

T = r e r + r q) e Pm 

证显然， t 与 〜均以角速度 f 旋 
转，即有 



图 29 矢量 r 按基底 e r ， e ♦ 的分解 = 


e r = (pe” e<p - ~ <pe r . 
对等式 r = re r 求导即得 


• 參 • • • 

r = r e, + r e r - 厂 e r + r 沪 

由此知角动量即是 

# • • 

M 二 [r, t ] = [t ，r e f ] + Cr, r ^ e T l 

• • 

= r<p lr 9 e, l = r a <p [e r ，ed 

所以量 r 2 S 守恒.它有简单的几何意 



义- 

刻卜勒把动径所扫过的面积 s (() 之变率称为&积速度， 

C (图 3 C ): 


C = 


ds 

dt 




刻卜勒通过观察行星运动所发现的定律说：在相等时间内，动径: 
扫过的面积相等，所以面积速度是常数这也是餘 

动量守恒定律的一种陈述方式.因为 




r % q> 4 - o{ 』 t) ， 


• 29 ^ 


爾以面积速度 

n dS _ 1 

— - z -—-- 

dt 2 


» 




M 


是单位质点的角动量之半，从而是守恒的. 

例通信卫星（闪电）的轨道是很细长的.由刻卜勒定律，这样 
一个卫星绝大部分时间停留在其轨道远离中心的部分，因为 
;之量在那里很小. 


6 在有心力场中的运动的研究 


角动畺守恒定律使我们把有心力场中的运动问题化为 一个自由度购 n 
想.由此，可以完全决定有心力场中的运动. 

A 化为一维问题 


考虑（质暈为 n 的质点在平面有心力场中的运动: 



3 U 


C / = LT ( r ). 


采用极坐标 r , 史 是很自然的._ 

由角动量守恒定律，量为常数（即与 f 无 

关) • 

定理对于单位质量质点在平面有心力场中的运动，质点到中心 
的距离之变化，与位能为 


V ( r ) =U ( r ) + 


2r^~ 


的一维问题中 r 的变化方式 相同. 

:证 将第7节中证明了的关系式；（〉= + 微分, 

« • • « ■ « • • • 

r = ( r - rq > 2 ) e r + { 2 r q ) ) e ，• 
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因为场是有心的，所以 


3U = 9U 

3 y 


e r 


因此，极坐标下的运动方程形状为 


_ 


—r 屮 2 = 


bU 


♦ 


9 2 r 炉 + r9 = 0 


0 


但由角动量守恒定律， 


^ 4 - 


A / 与〖无关，而由初始条件决定.所以 


sU 


斗 


#或 




2 r 


量厂 （ r ) 称为有效位能. 

注在化出的一维问题中总能量 




(r ) 


等于原问题的总能量 


O : 


这是因为 




E = ~ r 2 + {/ ( r ) > 


鲁 






2 


^*2 


2 


2 


r l (p 


鲁 


2 


M 1 

2 ^ 


m 


B 运动方程的求积 

化出的一维问题总能量守恒，因此 ， r 对 f 的依赖性可由求 
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潘 i 法得出 


r (E-F(r )) ， 


\di = f - 

J J k/UE 


dr 


V(rY) 




因为士 = M/r\ d £~ = ! V 2 CE-VirY) \ 从而极 

: 坐标下的轨道方程也可用求积法得出. 


. M (r % dr _ 

.卜 J ^2{E^V\r)V~ • 

C 轨遒的研究 

固定角动量之值为 M . 若画出有效位能的图象（图31)， 
就容易看得见 r 随时间 （ 的变化. 

令总能量之值为五.相应于给定的五与 M 的一切$道均位于 
7(0<瓦的区 域内. 在此区域的边界上， F =£ '，亦即； = 0. 然 
而动点的速度一般并不为零，因为当 M 妾0时 f 孕 0. 

不等式 F ( r 〉 <£:在平面上给出一个或几个环形 区域： 

O^r^u^r^rm.*^ 00 * 

若 0< r ffiin < r mal < oo , 运动总是有界的，而且位于半径为 r„ :n 和 
的圆周所成的环内. 

图32上画出了一个轨道的形状，角9单调地变化而 r 則在 



©31 有效位能的图象 图勿 质点在有心方场中的轨 iff 


^ 32 * 


r m in 与 r ： r ax 间周期振动 .r = ^处的点称为近心点 . r = r max 处称 
为远心点（若以地球为心，称为近地点和远地点；中心为太阳则 
为近日点和远日点；中心为月亮则为近月点和远月点). 

由中心到远心点或近心点的各射线均为轨道的对称轴. 

轨道通常不是封闭的：相邻的近心点与远心点之间的角由以 
下积分给出 


0 = 




M /r 2 dr 
2CBKr)) ^ 


肇 


两个相邻近心点或两个相邻远心点之间的 角是其两倍. 

若0与2兀可通约，即若 0 = 

而 m 与 fi 为 整数，则轨道是封闭的. 

可以证明， 若角少与 2; r 不可通约， 

则轨道在环中处处稠密（图 33). 

gr„ in = r ma ; c ， 即 若五是 Z 的一个极小 

值，环就退化为一个圆，轨遒也就是它. 

问题 对于 a 的哪些值，在 位能为 t /_= ra ， 图 33 在环中稠密的 轨道: 

的场中 沿圆形 轨道的 运动是李雅普 诺夫稳 定的？ 

答只有 a = 2 时才是' 

对于稍大于 Z 的一个极小值的丑值，环 r min < r < r m „ 是很窄 • 
的，而轨道接近于圆，在相应的一维问题中， r 将在 K 的这个极- 
小点附近振动. 

问题对于接近于半径为 r 的圆的轨道求角少. 

提示 参照下 面的节乃问题 2. 

现在看 h “ =°° 的情况 • 若 linxC /( r )= YimV { r ) = U m < oo r 

r ^ 轉 I —o® 


* a >0 时轨道的形状 是稳定 昀* 这称为轨道稳 ；？• 一 r 日译本注 

» 33 ♦ 




轨道可能引向无穷远处. 若初始能量 E 大于1/一 ，质点以有限速 


_ 


« r ee = v /2(£ ， - C / w ) 走向无穷远处.我们注意到，若 U ㈠ 趋 


于极限的速度慢于 


则有效位能7将在无穷远处是吸引的 


(这里我们假设位能 t / 在无穷远处是吸引的）. 


若当 


0时的增加不快于 MV 2 ” 2 , 则 r mi ,> 0而轨 


道永不能达到中心.然而，若当0时， t /( r ) + ( M 2 /2 r 2 )- 
-〜， 则它可能“落进场的中心”.甚至可能在有限时间内就落进 
场的中心（例如在 U ( r ) = -1/ r 3 的场中）. 


问题考察总能量等于有效位熊 Z 的一个局部极大值时轨道的形 

状* 


D —切有界轨道都封闭的有心场 

由下面一系列问题可知，只有在两种情况下，有心场中的一 

切有界轨道都是封闭的，即 

U = a 一， 


以及 

LI — — HJt 9 0 * 

问题1 证明近心点和远心点间的角度等于位能为= 

XJiM / x ) + ( atV 2) 的一维力学系中振动的半周期. 

提示作代换 a = 给出 


0 = \ V—2(ED —'• 

min 

、问题2 求接近于半径为 r 的圆的轨道之角0% ' 

答 0^0 , it = tcM / Cr 2 y / V ^ Cry ) - ^\/ U / / C 3 U f + rU ff ), 

, ♦ • 

J 句题 3 对 U 的哪些值0。，的大小与 r 无关？ 

^ •• b •, 

■ . ■ 


* 因为少=巾（五， M ), 这时 M 即由 P ( r ) = 0 所决定的 r 之值， £« K ( r ), 因 
此少々湃趕; f 的函数~^译本茁 r \ 



答 U ( r ) = ar m Ca > - 2, a ¥=0) 以及 J ( r > = Mogr * 

由此可知少士 = Jr /\/ aTT ~ C 对数情况对应于 a = 0) •例如， 
对2我们有 ^ ir =冗/2,而对 - 1我们有少山 =^ r . 

问题4 设当 r—oo 时 f /( r )*^ oo # 求 lim 公(五， M ) 

:答 n / 2 m 

提示作代换％ 可将少化为 



_ dy _ 

v ^ CWD - W ^ OO ) 


妒*(30=4 



uc 

s 


M 


yx n 




当五― oo 时我 们有' — oo ，0 , w* 的第二项可以舍 
…去 

问题5 令 t / ( r ) = - Ar 0 <^< 2 . 求少。= lim 少. 

£一 _ oo 

答 ( p Q = dxl W - x z - nj (2- i?). 注意0。不依赖干从 • 

Jo 

问题 6 求出所有的有心场，其中有有界轨道存在而且为封 

£33 

m 9 

答 JJ = ar 2 或 t/=-A/V. 

解若一切有界轨道都是封闭的，则特别应有少士 =2; r * 
( m / ri ) = const . 由问题3 , C 7 = ar a ( a > - 2) 或 [/ = 61 nr ( a = 0>. 

在这两个情况下均有 < P 〜= 兀若 «>0,则按问题4， 
lim 少（五， AT ) = V 2. 所以屯 i : =沉/2, a = 2. 若 a <0， 由问 

S-*oo 

题 5 ， llm0 {E 9 M) = ^r/ (2 + a). 因此 jt/( 2 + a) = jt/v/ 2 + a ， 

£；一 一 co 

-1. 在《= 0 时，我们可得 CPdr = W j 与2兀不可通约•因 
泚， 只有在 C/=ar 2 或 C/=-A/r* 的场中，才可能所有有界轨道 
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都是封闭的.在^/ =邮2的场中，所有轨道都是封闭的（为中心 
在0的椭圆，参看第4节例 1) .在场 [/= - 6/ r 中，所有有界轨 
遒也都是封闭的，也都是椭圆，这一点下面就会 看到. 


E 刻卜勒问题 

这个问题讲的是位能 - k/r 

的有心场中的运动，因此 K 00 = 

- ( A ./ V ) 十 ( MV 2 r 2 ) (图 34). 

由一般公式 


_ f M / r^dr 

q)= J\/2(iE-VCtO) — • 


V 



图34刻卜勒问题的有敫位嫌 


积分后有 


<P = 


M 


k 

M~ 


arc cos 



2E 


k % 


毋 


M 


对此式应加一个任意 常数. 我们设它为 0 ; 这等价于假设把 
角史的参考系原点取在近 心点. 引入以下记号 * 


M % ^ ^ 2EM % ^ 

~ r = p 

现在我们有沪 = arc cos ((户 / r >- l )/ e , 亦即 

l+ecos^? • 

这就是圆锥截线的焦方程.五 < 0 时 运动是 有界的（图 35) •这里; 
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4<1， 即牝圆锥截线是椭 i ? 称 
为椭_的参数， e 为禺心年.刻卜勒 

由观察火星运行而发现的第一定律就 
是，行星划出椭圆，太阳在其一个焦 

、点 上. 图35刻卜勒鹄岡 

若设朽星在有心的引力场中运动，则刻卜勒第一定律蕴含了 
-牛顿的引力 定律： - ( A/D (参见上面的 /?)• 

参数和离心率与半轴间的关系有公式 



2<3 = 


P 




^ = c/o = b 2 ~ /a 9 c = ae 是中心到焦点的距离（图 35>. 

注具有小离心率的椭圆很近似于圆①.如果焦点到中 
的距离是一阶小量，则两半轴之差是二阶小量： b - a %/ l - e % 

(1 - j - e z ) . 例如，半长轴为 10 cm 离心率为 0.1 的椭圆，两 
半轴之差是 0.5 mm ， 而焦点到中心的距离是1 cm . 

行星紈道的离心率都很小.因此刻卜勒原来是这样提出第一 
定 律的；行星沿圆周绕太阳运动，但太阳并不在中心上. 

刻卜勒第二 定律： 面积速度为常数.这在任意有心场中都成 

刻卜勒第三定律说，绕椭圓轨道的周期只依赖于长半轴之大 


W 让一滴茶落在一杯荼中心附近.波就会聚集在对称点处.理由是，由椭®的 
焦点定义，由一个焦点发出的波会聚集在男一焦点上 • 
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小 


两行星在不 同椭圆 轨道上旋转周期平方之比等于其长半轴立 
方之比①. 

证用 : r 表示旋转周期， s 表 示动径在时间 r 内扫过的面积， 
因为 M /2 即面积 速度， 2 S = Mr ， 但椭圆面积等于 所 a 
T = Znab/M ^ 因为由 a = p/(l - e 2 ) 可得 

M”k _ k 

Y\E[MV^ = 

* 

U — M z 1 M 

R 

所以7=2^(/!/(丫幻哥丁 3 );但2|£：| ^ k / a 9 所以 

r = 2 加 3/2 /r 1/2 . □ 

我们要注意，总能量只依赖于轨道的长半轴 G ，所以从半径^ 
为 a 的圆到长为 2 a 的线段，这一套椭圆轨遨的总能量都相同 • 

问题设卫星在离地300公里处进入圆形轨道时，速度方向比原 

定方向向地偏 1°. 近地点变多少？ 

答近地点髙度要少大约 110 km . 

提示轨道与圆只差二阶小量， 

将它舍去.因为初始能量有预定值， 

半径也有预 定值. 所以把预定轨道扭 

转 1° 即得真轨道（图 36). 图 36 —个接 近于圆 的轨道 

佝题若真速度比原定速度少 lm / sec , 近地点变多少？ 

问题 第一宇宙速度即 沿半径接近地球半径的圆形轨道运动的速 



①这里行星訧意味着有心场中的质点 i 

• U * 




度.求第一宇宙速度 W 之大小， 并证明 (参见节 3 B ). 
答 8. lkm / sec. 

问题①宇航员 A •列昂诺夫在外空行走时把他的电影摄影机镜头 
盖向地球抛去.取拋掷速度为 lOm / sec ， 描述这镜头盖相对于空 
间船的运动. 

答铳头盖相对于宇航员大体上作椭圆运动，长半轴约 32 km , 
短半轴约 16 km. 椭圆中心将在宇航员轨道前方 16 km 处，而绕椭 
圆旋转周期等于宇宙飞船绕轨道的周期. 

提示以宇宙飞船圆形轨道之半径为长度单位，并取时间单 
位使绕轨道的周期为我们要研究牛顿方程 



接近于圆的解，而厂。=1, < p 0 = t . 求以下形状的解 

r = r 0 + r !, 炉=9^ + ^!，*^《1， 

由解对初始值的可微性定理知，函数和适合一 
组线性微分方程 〈变分 方程），只相差一个高阶小量而以初始偏离 
为一阶小量. 

将 r 与炉的表达式代入牛顿方程，经过简单的计算即得变分 
方程为 

•響 ♦ 争 

r i = 3n + 2 屮 ” q) x = ~ 2 r u 

按已知初始值 （n (0) =屮!（0) =%(0) =0，^ 1 (0) - 
-1/800) 解出这些方程后，即得上面给的答案 • 

舍去二阶小量的效应低于已得结果的1/800 (即每周10米的 


①此题引別列茨基写的有趣的书， V . V , Bel « tskii [ l ]. 
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激量级).因此，镜头盖每一个半小时转一周即一个 30 km 的浦 
國，在地球的反面赶上宇宙飞船并在距它数十米处赶过它. 

当然，在计算中我们略去了轨道对圆的偏移以及重力以外其 
•它力的效应，等等. 

9 三维空间 中质点的运动 


在 本节中我们要定义关于一个轴的角动董，并且证明在轴对称 场中的 
i 运动，它是守恒的. 

关于平面运动所得到的一切结果，都很容易移到空间运动 中来* 

A 保守场 

考虑保守场中的运动 

•- bU 
r 一石， 


其中 = r eE\ 

飩量守恒定律仍 成立: 


dE 

dt 



其中丑=一|— + 


B 


有心场 

对于有心场中的运动， MsCr ,/] 不变：即 f 二 0. 


每个有心场都是保守的（证明与二维情况相同），而且 


dM 

dt 




r» 


r] + Cr, rl^O. 


’这是由于； =- 而因为场是有心的，所以€—与1•共 

9T 


乂 0 



系在有心场中的，动，其轨道总是平面西线. 

证 （ M ， r ) = ([ r ， r ]， r ) = 0;所以 r (0 丄 M ， 又闪 M = c<mst〆 

所有轨道都位于垂直于 M 的平面上①. 

因此三维空间有心场的轨道的研究化为前节中研究过的平面 

问題 • 


问题研究 〃维欧 氏空间中有心场中的运动. 


C 轴对称场 

定义若 £** 中一个矢量场对一个旋转群不变，而且这些旋转使 
某轴上各点不动，则称为 具有轴对称. 

问题证明若一个场是轴对称而且保守的，则其中的位能形如 
U U ( r , 2 ) f r ， 史 〆 是柱坐标， 

特别是由此可知，场中的矢量位于过=轴的平面中 • 


作为这种场的例子可取旋转体产生的引力场. 


令轴为^轴，由三维欧氏空间五 3 中的 
矢量匕规定其指向； F 为欧氏线性空间 R 3 
中一个矢量； 0是=轴上一点； r = 5 C - 0 6 
R 3 为点欠 €五 3 相对于 0 的动径（图 37), 

定义作用在点 r 的矢量 F 相对于=轴的矩 
M m 即该矢量 F 对此轴上某点的矩在 z 轴 h 


图37 




矢量 F 对一轴的矩 


的投影 t 

Ce M 9 Zr 9 FD . 

数 Af •之大小并不依赖于 e 轴上 O 点的选取.事实上，若考虑 

轴上的 0 7 点，由混合积的性质％ 

M: = O • ，匸 r' , F]) = ([e” /]，[) = ([e” r], F> = 此 . 


①的情况留给读者 •’ 

* ( A t [ B t C ]) 对于 A , B , C 是轮换对称的一日译本注. 





注依赖于 2轴上指向的选择： 若把 見改成 将 
要变号. 

定理在对=轴为轴对称的保守场中的运动，速度关于2轴之矩 
守恒. 

HE M $ = ( 0 „ Cr , r ]). 因为 r = JF ， 所以 r 与于过 2 轴的同一 
耳面内，而因此 [ r , r ] 与 e , 垂直， 

所以 

參 •籲 》畚 

M t = Ce Mf [ r , r ]) + ( e a ,[ r , r ]) = 0. □ 

注对任意力场，只要瓦在 r 与仏所张的平面内，这个证 
朔总是适用的. 


10 TI 质点力学系的运动 


我们将在本节中证明对于五 3 中的质点组也有能量、动量和角动量的守 
程性. 

A 内力和外力 

质量为％动径为7% 6 E 3 的〃质点力学系的牛顿运动方程是 

« • 

m^i =F if !• = 1，2,…,？1 


矢量尺称为作用在第；个质点上的乃 • 

力匙要由实验确定 • 我们时常在一个力 
学系中看到，对于两个质点，这些力大小相 
等，作用在两点连线上而方向相反 〈图 38). 


% 

图38相互作用力 


这种力称为相互作用力（例：万有引 力）. 


如果作用于一力学系的一点上的力都是相互作用力，这个力 
学系称为封闭的.由定义，作用在一封闭系之第〖个质点上的力 


是 
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5 ; 1 * 

力就是第 y 质点作用在第 / 质点上的力. 

因为力与是相反的 ( Fu = - F >4 ) ,我们可以把它们 
写成 F t s = f “ e iS , 八,=八是力的大小， 〜 是由第；点到第/点 
的方向上之单位矢量. 

若此力学系不封闭，时常可将作用于其上的力写成 


Ft = S-Fiy +F/ , 

Fi , 是相互作用力而 IV ( A ) 是所谓外力 • 
例（图 39) •把一个封闭力学系 
分为两部分 I 和 n . 作用在力 
学系 I 之第 〖个质 点上的力^ 

暮由力学系 I 内部各点之相 S 
作用力和力学系 n 的各质点作 
用在第 t _ 质点上之力所决定的，即 




图3 9 内力和外力 


F/. 

F / 相对于力学系 I 是外力. 

B 动量守恒定律 
定义力学系的动量即矢量 

m 

P = XjWi r i# 

* . 


: ‘隹理 一力学系动量的变率等于作用于其各点上外力之和. 


n fi 

证 d'PIdt — XZ rrii r ； = Xj Fi = FiS + Xj F / = ^/ . 这是 

i = I i= I *r J * 省 

0 为，由 JFii = — Fit 有 0: …‘口 
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系 1 封闭系统的动量 守恒， 

系2 若作用于 一 力学系之外力的和垂直于 x 轴，则动量在 
上的投影 P * 守恒，即 const , 

定义力学系的质心即点 

1 

r = 

问题证明质心是确定的，即不依赖于动径的参照点的选择， 

力学系的动量等于位于质心而质量为2^的质点的动量* 

事实上， （2 讲 Of = 2⑺由此有 ( S ^ i ) r = 

现在可以把关于动量的定理表述为关于质心运动的定理. 
定理质心的运动相同于全部质量和外力均集中于它所得的运 

动. 

证 （2 ⑺ = 所以 （2 爪 .）r = 2 F 〜 □ 

% 

系若一力学系是封闭的，其质心作勻速直线运动. 

C 角动霣守恒 

定义质量为⑺的质点相对于点0的角动量即其动量矢量关于 O 
点之矩 t 

M = [r, mr]. 

力学系关于0的角动量即其中各质点角动量之和 t 

n 

JW = [1% Ti2 m 

•«i 

定理力学系角动量之变年等于作用于其各质点上之外力力矩 ® 
之和. 


⑦力矩英语中也叫作 torque —英译本注 

I k 
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茄 ~ J f = h [ r ‘， W ‘ r ,] + h [ r ‘， 吼 ，,]• 第一项等于 0 ，第 

W 1 % « 1 4 - 1 

二:项由牛顿运动方程等于 

* « 讎 

Ecr^F,]^ D lr i9 + = E[r ‘ ， F/]. 

* = 1 i * 1 \i / * = 1 

两相互作角力力矩之和为 0 ，因为 

= - 故 !>< ， Fj] + [Ti, Ful = [ (r‘ 一？ v) , F*y] = 0* 


因此，一切相互作用力力矩之和为 

SI! [r, ， H] F.-/D = 0. 

4 ~ t i ^ j 


n 

漸以， dM/dt = Ecr,,.F；]. 


□ 


M T 〈角动 量守恒定律).若一力学系是封闭的，则财=001131：. 

n 

我们记外 力力矩 之和为 AT = LI Lr i 9 F / 3 . 

i = l 

于是由上面之定理 = 由此又有 

系2 若外力相对于 r 轴 之矩为0 ,则 m , 为 常数， 

D 能量+恒定律 
:定义质量为 m 的质点之动能为 

T 二 mr z /2, 

:定义质点组之动能为各点动能之和, 

T ^ I ： m t r ^/2 9 

i » I 


为该质点之质量， r , 为其速度^ 

:淀理力学系动能的增量等于作用子其各点上的力所作的功之 
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和* 

证 j 


fl 


II 


n 


o = 2_I ( r^m.Td = L ( t i9 Fd 


所以 


n 


籂 


T CO -T C ^ 0 ) = f ~ n ~ d \ = Z ] f i , r iy V ^ dt - X ] A u 口 

J / a ^ ^ * 1J i ■= 1 


_ E 3 中 n 个质点的力学系的构形空间是 n 个欧氏空间的直积 I 
五 3 ”= Px … x 五 3 .它也有欧氏空间的构造. 

令(^，…， rj 为构形空间中一点的动径 ， F = CF lf 
F „) 是力矢量.可将以上定理写成 

fr (fi> pi t 

T ct ,) - T a 0 ) = CF 9 dr ) = ( r ， F 威 

J r (f„) J t 0 

换 言之： 动能的增量等于构形空间中的“力” F 沿“路径” r ( f ) 所 
作的功. 

定义 力学系称为保守的，若其中的力只依赖于此力学系中一点 
的位置 （F = F ( r )), 而且 F 沿任一路径之功只依赖于路径的起 
点与 终点： 

T 

CM Z 

( FWdCMhMj . 

J ATi 

定理力学系是保守系的充分必要条件是其中存在位能，即存在 
一爲教 {/(!*) 使 

F ^ - 9 U ( r ) / ar . 

证参照节 6 B . □ 

定理保守系的总能量 iE 二 T 七 U ) 在运动中守恒： EQ.y 

证 由上面已证的可知 

■ ■ _ 
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TOO - Tit ,)= 


r r(/p 




^ o > 


(F, 心 ） =t/(r 仏 ) ） -L；(r 仏 )）.□ 


t 


把作用在一个力学系上各点的力分为相互作用力和外力 

Fi = YlFtj + Fi\ 


这里- Fu = 

命题 若相互作用刀只依赖于距离， f is = fij ( \ r t - ri ! ) , 则这些 
力是保守的， 

证若一力学系中只有两点 < 和/，容易看到相互作用位能由以 
下公 式给出 


U i ； (r) = - f f p, 

J 


于是我们有 


am lr, - r 

eri 




ar 4 


因此所有点的相互作用位能为 


L /( r )= Ec / (/ (| r ,- ri |). 

i >; 

若外力也是保守的 s 即有 = - 
是保守的，而其总位能为 

t /( r )= E [/"+!]{//• 

<>/ i 

对这祥一个力学系，总的机械能 


CaC ///^), 则此力学系 


£ = T + f /= I ]^* + I ] (7 (/ + Ec / 4 ' 


是守恒的. 


若力学系不是保守的， 则 总机械 能一般 不守恒 
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定义机械能的减少量五(~) - EQD 称为非机械能£7的增加 T 
量 

E f (fi) - E § (id = E Oo) - E 0^ . 

定理 （能量守恒定律）总能量 H =^ + f 守恒. 

这定 理是以上定义的明显推论.它的价值在于，在 具体的 物7 
理系统中，可以找到非机械能的大小用其它物理量（温度等）描 
述的表达式， 

E 例： 二体问匾 

设有质量为 A 和;《 2 的两质点相互作用位能为 C /, 因此，运: 
动方程的形状是 

Wll，1= [/ = [/( [rji-ral ). 


定理二体问題中 r == r 2 - ri 随时间变化的方式与一个质量为 
m = + 的质点在位能为 C /( M ) 的场中之运动一- 

样. 

我们用 r 。 表示质心的动径： r Q = ( m 1 r 1 + m 2 r 2 )/( m 1 + m 2 ). 
由动量守恒原理，点 r 。 作勻速直线 运动. 

现在看矢量 f = 用叫乘第一个运动方程 * 用 wii 乘 S 

第二个，相减即有 mw = - （ m ! + m t ) 

• ( at // ar ) ,其中 t / = £/ 

*C/(|r|). 

特别是在牛顿引力问题的情况下， 

这两个质点分别描出一圆锥截线，它们 
有一个公共的焦点即两点的质心 

(图 40), 图 40二体问題 

• 称为换箅质量一 日译本法 

p 
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问题决定地心绕地球和月球之公共质心所描出的椭圆之长半 
轴.质心在地球之内还是在其外？（月球质量是地球质量的1/81, 
月球与地球之平均距离为地球赤道半径的大约60倍）. 

11相似性方法 


应用相似性和量纲方法，有时可以不必解出运动方程而仅由其形状即 
可得到重要的讯息.这些方袪的主要思想是作比例尺（关于时间、长度、 
质量等等）的变化而使运动方程形状不变. 


A 例子 

令 r (0 满足方程 midH / di ^ = - ( aCZ / atO . 我们取 h =冰， 
m ! = •则 rQO 适合方程 m 1 id 1 r/dt i ') = - (》 t // ar ) •换言 
之，有： 


若质点的质量减少到四分之一，则质点在同一力场中沿同〜 
轨道快二倍运动①. 


B 一个问题 

设一有心场的位能是 v 次齐次函数，即有 
U Car ) = a v U ( r ) 对任意 a >0. 

证明若曲线 V 是一个运动的轨道，则以 r == 0为中心的位 
似千它的曲线 ay 也是一个轨道(在适当初始条件下)*定出绕这些 
轨道循环时间的比.由此导出摆的振动= 的等时性和刻 
卜勒第三定律 （ v = -1). 

问题若一行星半径 a 倍于地球半径，而质量为倍，求重力加 
速度之比及其第一第二宇宙速度与地球相应量之比* 


® 这里我们假设 U 不依賴于/»_在引力场中，位能 U 正比于 m , 因而加速度不 
依赖于动点的质量 m . 
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引自 J.M.Smith,[l；U 

同上 

同上 


答 v = pa - 1 , d = 

例如对于月球 1/3. 7，冷=1/81，因此月球上之董力加速 
度大约为地球上的 l /6( V ^ l /6) ，而宇宙速度大约为地球的宇宙 
速度的 1/5(3=1/4.7). 

问题①沙漠上的动物必须能跑完两个水源之间的距离，这个动 
物能跑的最长时间怎样依赖于动物的大小 L ? 

答正比于 

解动物贮水量正比干身体体积即水的蒸发量正比于其 
表面积所以能在两水源之间跑的最长时间正比于乙 

我们还可看到，动物所能跑过的最大距离也正比于1 (参照 
下题). 

问题® 动物在平地上与上坡时的跑动速度怎样依赖于动物的大 
小 I ? 

答在平地上〜上坡时〜^ 

解动物所能发出的功率正比于 P (肌肉耗用的百分比是恒 
定的，约25%,其余75%转化为热；热的散出正比于身体表面 
积 P ， 这意味着有效功率正比于 I 2 ). 

空气阻力正比于速度平方和横截面面积，所以用于克服它的 
功率正比于沪所以 〜 v - L \ 所以兔子在平地上 
跑动的速度并不比马慢，实际上不显著地依赖于其大小. 

上坡所需功率是由于发出的功率〜 P ， 我们得 
到 V 〜 L -、 事实是，狗很容易上坡，而马则要放慢步伐 • 

问睡③动物能跳的高度怎样依赖于其大小？ 
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答〜 L 0 

解要跳过髙度 A 需要能量正比于 L 3 A , 肌肉力 F 作的功正比 
于 FL . 力 F 正比于(因为骨骼强度正比于其断面)•所以 L3/i 〜 
UL ， 即所跳高度不依赖于动物 大小. 事实上，跳鼠*和袋鼠能 

跳过大体相同的高度 • 


• 产于非洲沙漠中，善眺跃-中译者注 
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第二部分拉格朗日力学 

拉格朗日力学用构形空间来描述力学系的运动.力学 系的构 
形空间具有微分流形构造，而微分同胚群作用于其上，拉格朗日 
力学的基本概念和定理在此群①下不变，即令用局部坐标表示也 
是这样. 

一个拉格朗日力学系由一流形 （“ 构形空间”)和其切丛上一个 
函数 (“拉格朗日函数”)给出. 

构形空间的每一个单参数微分同胚群，若使拉格朗日函数不 
变，就给出一个守恒律（即运动方程的一个首次积分). 

牛顿有势力学系*是拉格朗日力学系的特例（构形空间这时 
是欧氏空间，而拉格朗日函数即动能与位能之差). 

拉格朗日的观点使我们能完全地解决一系列重要的力学问 
题，包括小振动理论和刚体动力学中的问题 # 


第三章变分原理 

我们将在本章中证明，牛顿有势力学系的运动是一个变分原 
理“哈密尔顿最小作用原理”中的驻定曲线. 

这一事实有许多重要推论，包括写出曲线坐标系下运动方程 
的一种快速方法，还有一系列定性的推论——如一个关于回归到 
初始点附近的定理. 


①甚至在一些涉及时间的更大的群下也不变 • 
* 即指有位能的力学系——中译者注 
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我们将在本章中使用 心 维坐标空间. 在这空 间中， 一个矢 
置即一 个数组 无 = 类似地， ayyax 意味着 

…， a //^^)， 而 ( a ， l >) 。〜乂 + … + 0 . 6 ,. 


12变分法 


下面我们会用到变分法中的一些事实.更详尽的叙述可以在以下各书中 
找到: M . A . Lavrentiev 和 L . A . Lyusternik ，[ 1 ] 以及 G . E . Shilov [ 1 ]*， 

变分法是 i 寸论函数的极值的，但这呰函数的定义域是一个无 
限维空间：曲线的空间.这种函数叫做泛函. 

欧氏平面中曲线的长是泛函的一个 例子： 如果 

戈 ）；^ (0 , Wl0(y) = fV 1 + dt . 

一般地说，泛函就是从曲线空间到实数集的任意一个映射* 

m 

考虑 y 的一个“近似”/， y , , 

v / = {( f^) 5 ^=^(o + A 0)} •我们将 
把它记作 = v + 考虑0的增量 | ^ 

^>(v + A ) - 0 ( y ) (图 41). | I _ 

m t 

人变分 图 41 豳线 的变分 

定义 一 个泛函少如果有 < P(v + A )- cMr ) = F + 丑，其中只线性 
依赖于 A (即对固定的=尸（心）+尸（心），且厂(4) 

: cF 00) ， 而 i ? a , v ) = 0( ft 2 )， 即指当 | A |< e , |^| <eBt 
| i ?| < C e 2 , 我们说0是可微的.增量的线性部分尸 （ f ) i 为其散 


〜前书第二版，有中 译本： 王梓坤等译变分学教程”高等教育出版社， 
1955 ;第二本书也有中 译本： 董延闺 等译： <数学分析专门教程》,高等软 
育出版社， 1965 ——中译者注 
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分. 


可以证明，若少是可微的，则其微分是唯 一的. 泛函的微分 
又称为其 变分， A 则称为 曲线的变分 . 

例令是 （ G 欠）乎面上的曲 

• H ^ 

线； x 二1， L=Ua 9 b 9 c ) 是其三个变元的可微函数_ 我们 
定义一个泛函0如下： 

~ 1 • 

0iy) = LO(0, 

*J t n 


L = 的情 况下，我们得到 v 的长度 _ 


定理泛函 0(V) 




LCx ， x ， t)dt 是可徵的 ，其微分是 


F Qi) = 


dL d bL ， 


Bsc dt 


m 


hdt 


BL 





证 


pi • • • 

0 Cv 4 A) - 0 (y) = rLCx + h 9 义 + A ， O - LiXy x f f)2dt 

J ^ 


生“车 A 

dX 3 X 


dt + O Ch 2 ) :: F(h) +i?» 


这里 


尸 （ A) 



—A + ^ h)dt, i?=OCA a ). 


BSC 


9 SC 


分部积分即得 


ax 


- 「 l A 


d f 3L 、dt + h^k 


dt 
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B 驻定曲线 

定义可微泛函 0( v ) 的 駐定曲线 r 即使得对一切 A 均有 
F ( A , v ) = 0的曲线， 

(这和以下事实完全一样:若一函数在某点的微分为零，則该 
点为其驻点〉. 

定理曲线 yiSC - sKf ) 是泛兩少 （ v ) = f Lise , x $ t ) dt 在迁 

J 

父 Ct 0 ) = 次。与 seit^^se, 两点的曲线之宮间的駐定曲线，当且仅当 

沿曲线欠⑺， —7^4-) - — = 0. 

dt \ BSS / 9oc 


引理若连续晶数 / G ), 对一切适合 A ( h )= 6(0 = 0 

的连续函数① KO 均有 f l /( OA ( O 々 = 0， 贝！ 

h 

引理的证明设对某"，有 
/(”）>0.因/连续，则在”的某邻 


域〜~<0*-4<^</* + £/<^ 1 中/(0 1。 





A 

图42 函数 h 的作法 

0,在△内 / KO>0 而在 A/2 中（即对适合 产-. 


>c. 令 ZKO 是这样的：在 △之外 



+ 


d 


的 O， h ( f ) - 1/2. 于是显然有 


f ( f > h ( J ) dt > dc>Q (图 42), 


这矛盾说明对于一切（％ t Q < t *< t i9 /(/o = o. 
定理的证明由上一段的定理， 


□ 


FOi ) 




d 


dt 



a 


9 


eL 

BSC 」 


hdt 


aL 


鲁 


B 


Uq ^ 


货为 /*a 0 ) = / km ) = o, 所以后面一项为零•若 v 是一驻定曲线， 


0仅需对无穷可撖函数 A (0 即可. 
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則对适合叩。）= ^0= 0的一切连续可微的 / i ， F ( A ) = 0. m 
此对一切如上的 /* co , 

1 f COhiOdt = 0, 

J ’o 

这里 


/(0 = 


生 

dt 



bL 

BX 


故由引理 /( O ^ o *. 反之，若/⑺^^显然有厂⑻^^口: 
例我们验证一下长度的驻定曲线是直线. 



x = cj +c u 

C 欧拉-拉格朗□方程 
定义 方程 


d 

dt 




3 X 


称 为泛函<?== P KX 的欧拉-拉格朗日方程. 

J to 

今设怎是 a 维坐标空间 R 11 的一矢量， y = {0, a ;>, x -= xC 0 r 
是 《 + 1 维空间 RxR * 中的一条曲线， L：R x R * xR *-*- 


* 见 55 页脚注一中译者注 
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R 是一个 1 个变量的函数.我们将和前面一样证明： 

定理 曲线 V 是泛函 0( V ) = J * LO ， X〆 )心在 连结点 0。，无 0 ) 

与的曲线之空间中的°駐定曲线当且仅当 V 能满足欧 
拉-拉格朗日方程. 

这是一组《个二阶方程，其解依赖于 2 n 个任意常数.由 W 
个条件 xO 。） ^ x 09 scit {) = x , 来决定它们. 

问 S 举一些有若干驻定曲线连结两点的例子，以及不存在驻定 
曲线连结两点的例子 _ 

D —个重要的说明 

曲线 y 为某个泛函的驻定曲线的条件与坐标系的选取无 

关* 

例如，同一泛函——曲线之长——在笛卡尔坐标系与极坐标 
系中有不同的表示： 

0cart = J ^1 rs] + xl dt 0pol = rl v dt* 

驻定曲线是相同的——平面上的直线.在笛卡尔坐标和极坐标下， 
直线方程由不同的函数给出 ： A = ， A =々⑺以及 r = KO ， 

^ = 9^(0. 

然而它们及其它函数都适合欧拉-拉格朗日方程 

丄车― 生 = 0 , 

dt 9 X 3 X 

只不 在前"'情况下， *^ c*rt — 1 J ^2 9 rtn -^cart ~ ^ Svf + 9 而在 

后一情况下，〜 1 = r ,9?, Lpoi r 2 + rV 2 . 

这样我们就很容易写出这族直线在任意坐标下的微分方 


_ 
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程， 

问题求平面极坐标系下一切直线所成的直线族的微分方程 * 


13拉格朗曰方程组 


这里我们要给出-个变分原理，其驻定曲线即有势力 学系的牛顿运动。 


方程的解* 

我们将把牛顿动力学方程 


( 1 ) -jpitn/rd 

与欧拉-拉格朗日方程 


aU 

^7 



dt 


bL dL 




0. 


ax 


BX 


相比较. 

A 哈密尔顿最小作用原理 

定理力学系 （1) 的运动即以下泛兩的驻定曲级 

- I Ldt ， 

J t 0 

其中 i = - f / 是动能与位能 之差. 


证因 LT = C / Cr),T = 2爪有 


aL 




b r 




eT 

9 r { 


% 


aL 

^rT = 


bU 

OVi 


□ 


系令（仏，…， g 3 ,) 是 《 质点力学系之构形空间中的任意坐标 t 


q 随时间的演化服从欧拉-拉格朗日方程 


d 

dt 


( bL 

aq 



bL 


= 0，这里 L = T 一 U . 
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证由定理，运动应为泛函 II 心之驻定曲线.因此，在任意坐 
标系中都要满足该坐标系下的欧拉-拉格朗日 I 方程. 

定义我们在力学中采用以下名词： L ( g , 为拉格 

• bL 

朗3函敦， A 为广义坐标，屮为广义速度，一 r = 九为广义动 

a qi 

量，^为广义力，为作用量，以(#/%')/☆)- 

^Qi Jto 

iaL / 3 qt ) = 0 为拉格朗日方程组. 

上面的定理称为“最小作用原理的哈密尔顿形式”，因为在许 
多情况下，解不只是作用量心的驻定曲线，而且使之 
达到最小值， 

B 最简单的例 

例1丑 3 中的自由质点在笛卡尔坐标下1= n ，得 

L = r = = ^q\ + gD. 

这时，广义速度即速度矢量分量，广义动置介 =切1 即动量 
矢量分量，拉格朗日方程组即牛顿方程组 = 驻定曲线 
为直线.由哈密尔顿原理，直线不仅是最短的（即长度 

fy + ql 办之驻定曲线），而且也是作用量 /=(; + 

q\^qX)dt 之驻定曲线 . 

问题证明这个驻定值也是最 1 、值 . 

例2 我们用极坐标考虑有心场中的平面运动 Qi = r , g 2 = ^. 

由 r-re t -h<pre<p 可知动能 T = -i- ^ r 2 = ~m (r 2 + rV 2 ^ # 而 拉格 " 
朗曰函数 Liq f q) =T(q,g) -U(q)，U = U (〜）• 

广义动量为 P = 心 / ag ， 即 
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• V 

Pi=^r 9 p z = mr % <p m 
第一个拉格朗日方程 A = 是 


， ♦ • 

m r = mr <p z - 


dU 


我们已在节 8 中得出过它了. 

因为 i ： 中$ 出现〜 = 9,我们有因此第二个拉 
格朗日方程是^=0， p 2 = const . 这正是角动量守恒定律. 

一般地说，若场不是有心场 0 J = U ( r ， 灼），我们得到 

籲 

p 2 = ~^U/aq>. 

这个方程可以重写为 diM 9 e ^/ dt ^ N%N ^( Lr 9 Fl , ej 9 
F = - aU / ar . (即关于 r 轴的动量矩的变化率等于力 F 关于;？ 
轴之矩，） 

事实上我们有 dr + {^ U /9< p ^ d < p ^ - (F, 

dr) = - (F ? e r )dr~ rCF, e v )dq) 、 所以 -dU/acp 二 r 、 F ， = 

r([e r ,F] ， e.) = ([r, F],e,). 

这个例子启示我们把角动量守恒定律推广如下， 

定义不进入拉袼朗日函数 I 的坐标1 (即使^ = 0的坐标 
qd 称为循 环坐标 • 

定理 对应于循环坐标的广义动量守恒 ： pi = const, 

证由拉格朗日方程组， d Pi /dt = aL / dq ^ 0. □ 


14勒让德变换 

勒让德变换是一个很有用的数学工具：它把一个矢量空间上的函数变 


送里 M=m[r ， r]. 所以 (iw,e: ) = r ]， r)—m(re^,r)^mr z <p. 

( 参照节 9B )* ——中译者注 
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成其对偶空间上的函数.勒让 德变换与代数几何中的投影 对偶性和切线坐 
标以及分析中的对偶巴拿赫空间的构造都有关. 在物理学中（例如在热力 
学量的定 义中） 时常会遇到它们. 

A 定义 

令 是一凸函数 ，严 以)>0. 

函数/的勒让徳变换是一个新变量 
夕的函数分，作法如下（图 43) •在 々少平 
面上作/的图象.令 夕为已 知数.考虑直 图43勒让德变换 

线夕=取使得曲线在铅直方向上离此直线最远之点％ : 

对每个 P 值，函数幻在％=欠(夕）时对欠有 
最 大值. 现定义 〆 P ) =尸（{ 〆 (/?)). 

点尤(夕）是由驻定条件 aF / 办 = 0即/^//(幻决定的* 
因为 / 为凸， 它是唯一的①. 

mu 证明当/定义在整个 x 轴上时， s 的定义域 可能是 一点， 一 个闭区 
间或半 射线. 证 明如果/定义在一 个闭区 间上，則# 定义在整个夕轴上 • 

B 例子 

例1 令 /OX 则 FCp ， = px - X 2 , scip ) = y /), 

py = 

例 2 令 / O ) = m ^/2 •则 g ( p ) = p 2 /2 m . 

例 3 令 fix ) = AT a / a •则 gCp ) = p fi /Pf 这里 （1/ a ) + (1//9) = I 
(«>1, 

例 4 令 /00 为一凸 折线.这时 〆 />) 也是凸折线 ， /oo 
之顶点 对应于 p ( p ) 之边， /( 幻之边则对应于 p ( p ) 之顶点 • 
例如图44中画的角在勒让德变换下变成线段 • 



①当然要它存在才行 * 
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图 44 将角变力线段的勒让德变换 


C 对合性 

考虑一个可以微分任意次的函数/且 ru >> o . 容易验证， 
勒让德变换变凸函数为凸函数.所以我们可以再次作勒让德变 

换. 

定理勒 让德变换是对 合的，即再次 施行可得恒等变换：若/ 在 
勒让德变换下变为3，则 J 之崩让德变换即是 /. 

证为了对 P 就变量 P 施行勒让德变换，由定义必须取一个新变 
量（仍记为％〉并作函数 

Gp ) = gdp ) 9 

然后求使 G 达到最大值的点 pU ): aG / ap = 0现在成了 〆 Q >) 
= 4于是"（户）的勒让德变换 将是％ 的函数 


我们来证明 Gb ， pOO ) : f 00•为 
此要注意对 P ) ^ xp - gip ') 有一个 
简单的几何 解释： 它是/(幻的图象的斜 
率为 P 的切线在横坐标 K 处的纵坐标 
(图 45) •对固定 的夕， 函数 於 是 X 
的线性 涵数， 而'且 3 G /3 X =夕，而当汉= 
欠 （ P ) 时 ，由 〆 P ) 的定义 <?0 c ， p 、 = scP - 
.9 ip') = /<»• 



图45勒让德变换的对合性 


现在固定％ =欠。而让 p 变化. Gix 9 p ') 之值将是直线 


• n 


# 



X 与 /oo 的具有各个斜率夕的切线之交点的纵啦标 • 由_ 
象 的凸性可知，所有这些切线都在 /0O 图象的下方，因此、 
Gi ^ 9 P ) 对于固定的％(久）的最大值等于/0)(而且在 
二尸 CO 处达到）. 

系①考虎一族直线 y 二 x - g ip ) • 

则其包絡的方程是 y = /(%)，/是卩 
的勒让德变换 . 

D 杨氏不等式 

定义两个互为勒让德变换的函数/ 

与々称为在杨 （Young) 的意义下对偶 • 

由勒让德变换之定义， Fix , P )^ psc-fM 对任意 x 和穸 
不大干0(妁，由此即 有杨氏不等式 



图46二次型的勒让德变换 


例1 若 /(iO 


px < fCx ) (户） • 


切％ 和有 px <^- x z 


+ 2 " p - 


即得熟知的不等式：对 


例2 若/(欠）则 〆 夕 ） = 〆 /沒，且（1/«) + (1/灼=1， 


故得杨氏不等式: 

+十 1 有 


对一切欠> 0， p > 0 


a 


P^C < 


a 


P ^_ 


a > 1 ， 1 K 


E 多变量情况 

现在令 /( x ) 是矢量 变元; r == 0^ ，…， ％•) 的凸函数（即二 
次型 ( j ^ f /^) dx ， dx 、 为正定 )• 这时勒让德变换是矢量变元 

?=(九，…，心）的函数夕 （ P )， 定义为 P ( P ) =厂 （ P ， r ( P )) 
=11^ 心尸（ 1> ，： 10 ，这里厂 (1>，00 = (p,x) -/(r)，p = a/7aar_ 

前面的佥部论证，包括杨氏不等式都可以不加改动地照搬到 


® 容易看到，这就是克莱罗方程的理论 • 
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这种情 况. 

问题令 /: R ^- R 为凸函数.为对偶空间，证明上面的公式 
完全地定义了一个线性映射 A R-^R (只要当 o ： 遍取 R ” 时线性 
形式4/1,遍取 R ”*). 

问题 令/为二次型证明其勒让德变换仍为 
一个二次型 gCp ^ = 2仏」 A 办，二者在相应点之值相等 

/ ix (p)) =g(p ) 9 夕 （ pOr)) =/(or). 

15 哈密尔顿方程组 

拉格朗曰二阶微分方程组可以用勒让德变换变为非常对称的2«个一阶 
方程的方程姐，称为哈密尔顿方裎组（或典则方程组） • 

A 拉格朗日方程组和哈密尔顿方程组的等价性 

我们考虑拉格朗日方程组; = 这里 P = 字 

格朗日函数是已知的 A R n xR^x R — R ， 我们设它对第二组变量^ 

是凸的①. 

定理 拉 格朗日方程组等价于个一阶方程的方程组 （哈 密尔 
顿方程组） 

參 • 

p= -a /aq, q =^a r //ap, 

-兑是拉格朗日禹数作为&之兩數的勒让 

德变换， 

证由定义，对于 J 的勒让德变换是函数 

其中4应按以下公式表为 P 的函数 ： p = ^ L / aq , 而且 
幵依赖于参数 q 和这个函数打称 为哈密尔頓兩数《 

哈密尔顿函数的全微分 

①在应用中，这个凸函数时常是一个正定二次型 • 
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dH 


0 H 

Bp 


dp 






应等于 pg - L 的全微分.其中 p = aL /0 q r 

dH^qdp - 专树一告 dt. 

dH 的这两个表达式应该相同.所以 


aH 3 H 
dp * 


參 


应用拉格朗日方程 tip 


aL 

dq 

bL 

^r 


dH 


9 L 

0 f % 


，即得哈密尔顿方程组 


我们已经看到若 q (0 适合拉格朗日方程组，则 （ P ⑺， 
q (0) 适合哈密尔顿方程组.其逆可以类似地证明.因此拉格钒 
日方程组与哈密尔顿方程组是等价的. □ 

注上述定理适用于一切变分问题而不只是力 学中的 拉格朗 
日方程组. 

B 哈密尔顿函数与能置 

例对于力学系方程组，拉 格朗日 函数具有通常的形状 1 = 7" 




U , 动能 r 是 q 的二次型 


• • 


a “= a "( q ，0 ， 而 U 二 U ( q ) • 


定理在上述假设下哈密尔顿函数即总能量 

H-T + C/. 

证明基于下述关于二次型的勒让德变换的引理. 

引理二次型与其勒让德变换沒 （ p ) 在对应点之值 相等： 

fix) = ^(p). 

m 对于 /(幻=#, 这是抛物线切线的熟知的性质.对于 / o ) 



1 1 

-我们有 f ㈣ ，而卩 （ P ) = p ”2 m 二 二 fH 

引理的证明由关于齐次函数的欧拉定理， -14 ■疋= 2/. 所以 
g ( p ( x )) = par - / Or ) = ( a // aa :) ar - / C a :) 

= 2fCx) - fCx^> =/<x>. 匚 

定理的证明用和引理相同的推理，有 

H = iq-L = 2 T - or -U ) 二 T + U, □ 

例对于一维运动 


3U 


这时 r = + U = U (4) ， p- q f H= ^p 2 + U iq) 而哈密尔顿 
方程组成为 




9U 

mm 


* 


这个例子使人们容易记住，哈密尔顿方程组中有一些是带负 
号的. 

由运动方程和哈密尔顿方程组的等价性定理可得到几个重要 
的推论.例如能量守恒定律得到了很简单的 形式： 

系 f ft #* 特别，若一个力学系的哈密尔顿函数不显含时 
個 C ^ T^O ) ，则能量守恒定律成立： ^ CpC 0, q (0) = const . 


证考虑沿运动轨道的 变化： tr ( p (0 , q (0 ,0,由哈密尔顿方 
程组即有 

dt Bp V aq / dq ap ^oi at~ * ^ 


C 循环坐标 

在考虑有心场时，我们看到，引入极坐标可将一个问題化为 
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一^维问题.事实是已知一个问题的对称性就能选择一个坐标系9 

使得哈密尔顿函数不依赖于某些坐标，我们即可找到一些首次积 

, • 

分，从而 化为具 有较少坐标的问题. 

定义若哈密尔顿函数…，…，不显含 <3 i ， 即 
aH / a qi = o , 则称心为循 环坐标 （这个名词来自有心场的角坐标 
这个特例）. 

显然心 是循环的当且仪当它不显含于拉格朗日函数 i 中 
(^/^ = 0).由运动方程的哈密尔顿形式有： 

系2 令…为循环坐标 、則 九是首次 积分. 这时其余坐标随时 
间的变化与一个具有1个独立坐标 qz ， …，<1» 以及一个依赖 
于参数 c == /的哈密尔顿函数 

，…， p *， qz ， …， 

-的力学 系 < 样. 

证令1/ =(九，…，九)，(如…， g .), 这时哈密尔顿方程组 

，成为 


d _ aH d __ aH 

dt 兑 一 Bp f 9 di 於 Bq^ 9 

* • - 

d 一 9H d ^ _ A 

~ df ql : i ，~ df px - 0 - 

最后的方程给出 Pi = const . 因此在 p / 和 f 的方程组中夕 1 之 
值只作为参数出现在哈密尔顿函 数中. 解出这 2”- 2个方程的 
方程组后， W 的方程成为 

- jtQi = /(0» /(0 = (0 > Q 7 W»0i 

at 这 pi 

闼 而容易积出. □ 

系3 每个两自由度 C « = 2) 的力学系，若有循环坐标，則是可 
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证这时， 〆 和 〆 的方程组各是1维的，而可以用首次积分 
H W ) 立即积出. □ 

16 刘维尔定理 

哈密尔顿方程的相流保持相体积不变.由此可得，哈密尔顿方程组不 
可能渐近稳定. 

为简单起见，我们只看哈密尔顿函数不显含时间的情况 I 

//=/ f ( p ， g ). 

A 相流 

定义坐标为/心，…， I 的 2 n 维空间称为相空间 • 

4 

例 的情况 就是第4节中考虑过的力学系的 
相平 fe . 

象这个最简单的例子一样，哈密尔顿方程组右方给出一个矢 
量场： 在相空间的各点 ( P , q ) 有一个维矢量 (-_叫， 
a /// ap ). 我们设哈密尔顿方程组的每个解均可拓展到整个时间 

轴①. 

定义相流即相空间中的单参数变换群 

g*t (p(0) ， g(0))—(p(0 ， g0 ))， 

P (0 与 g (0 是哈密尔顿方程组的解（图47八 

f 

问题证明{^} 是群. 

B 刘维尔定理 

定理 T 相流保持体积不变：即对任 意区域 乃 我们有（图 48> 

①为此，只需设 H 之等值集为紧就够了 • 
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图 47 相流 图48体积的守恒 

之体相= D 之体积. 

我们要证明下面的更广泛些的命题，它也是属于刘维尔 
槪 

设有一组常微分方程 ； = fOr)，x= (々，…， A), 其解可以拓 
展到整个时间轴.令 { g *} 为相应的变换群： 

(1) 5r*(x) =a: + f(x)^ + 00 2 ) 〈/->())• 

令 D (0) 是 x 空间中一个区域， uCO) 为其体积，而 

⑺之体积 DCO = g * DC 0 ). 

定理2 苦 divf^O， 则岁保持体枳不变： v<iO =^(0). 

C 证明 


引理1 

证对任意由重积分变量替换公式有 


ml 


divfdx (^dsc — d^Ci^^dx^) # 


(0 


det 


( 0 ) 


9 X 




.用 公式 （1) 计算 api/^r， 我们即有 

Bg^/BX =五 + + 0(f 2 ) 卜， 0. □ 

0 X 


我们要用一个熟知的代数事实: 



引理 2 对任一矩阵 3 二（化）有 

det \E + At \ = 1 + f tv A + 0( 户） t—Q 

n 

trd= 是乂的迹（即主对角线上元素之和 ）. 

( =1 

(将行列式直接展开 就可证 明引理2 :我们会得出1和《个 
f 的一次项，其余项含（％ ( 3 ,等等 .） 

应用它，我们有 

d st X ~ 1 +* /• tr -i- + O (f 2 ). 

0X ox 


但 tr 3 f/dX = JZafi / ax ； = diyf m 所以得引理 1 之证明: 

i ^ 1 


17(0 = I [1 div f ^ hOQ z yjdsc m 

J z ? (o 、 


□ 


定理 2 之证明因为 


o 


并不比0更差，引理1可写为 


dvCO 

It 


diy fdx 9 




u 


而若 div /三 0 即有 dv / dt ^ O , 

特别是，对于哈密尔顿方程组我们有 


□: 


di v / = 



因此，刘维尔定理（定理 1) 得证. □ 

问题将刘维尔定理推广到非自治系 C 即 // = H ( p . q , O 或: 
f = fCr ，0) 的情况、 

问题对线性方程组；之朗斯基行列式证明刘维尔公丈 

V/ 
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刘维尔定理有许多应州 . 

V • 

何题证明哈密尔顿方程组在相空间中不可能有渐近稳定点与浙 
近稳定的极限环. 

刘维尔定理在统计力学中有特别重要的应用， 

刘维尔定理使我扪能应用遍历速谂①的方法来研究力学.我 
们将只考虑最简单的例子： 

D 庞加莱回归定理 

令7是保持体积的连续的一对一映射，它将欧氏空间的有 
界区域<0映到其自身上： qD = D, 

这时在乃的任一点的任一邻域 
U 中都有一点将会回到 t / 中， 

即对某个 n >0 有 

这个定理例如可以用于一个二维 
力学系的相流 〆 ，这个力学系的位能 
U Ui , at 2 ) 当 Ca ， 欠2)-►②时趋向无 
穷；这时相空间中的不变有界区域由 
以 r 条件给出（图 49) 

D = {p，qt T -\rll 

庞加莱定理可以加强，证明几乎每个动点都会反复地回到初 
始位置附近.这是关于运动的特性所已知的仅有的几个一般结论 
之一.运动的细节完全不知道，甚至在 


V 



图49球在非对称杯中的运动 
方式是不知 道的； 然而 
庞加莱定理预计到它会 
回到初始位置附近. 


9U 

Tx 


怎=(夂 1,龙 *) 


这样的情况下也如此. 


① 用妇参看： HalmosCl ]. 
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由庞加莱定理和刘维尔定理得到的以下预测是一个悖论性质 
的结论 i 如果你打开一个把充满气体的室和 
真空室隔开的隔板，过了一会儿，气体分子 
又会回到第一个室内（图 50). 

这个悖论的解释是：所谓 “一 会儿” 

可能比太阳系的存在时间 还长， 图印分子回到第一个室内 

庞加莱定理的证明考虑邻域 U 的像（图 51)’ 

它们都有相同体积.若它们不相交， 刀将 有无限体积，因此对某 
个為 > 0 , l>Q 9 k>I 9 

g^Ur\g l U^. 

澹 

于是， 9 k " l U f \ U =^ < j > m 令 〆 - i = y . 则 且 

Cn = k- /), n 

E 庞加莱定理的应用 

例 1 令 C 为一圆周， P 是旋转 a 角，若 a =2 T ( m / n ), 则 〆 是 
恒等映射而定理自明.若《与2兀不可公约，庞加莱定理 给出： 

V 6>0, Bn ： [ g n sc ~ x [ <6 (图 52) 

* 


图51回归定理 图52圆周上的稠密集 

由此易得 
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定理若“关2兀 ( m / rO ， 則点之臬在 B 周上麵密①，決=1, 


♦ * « 


)• 


的有心场中每个轨道或为闭或稠密地填满两 


问题证明在 U = r 
圆周间的环. 

例2 令 D 为二维环面 y 仍与私为其上的 
角坐标（经度和纬度）（图 53). 

考虑环面上的常微分方程组 



9^1 = a \ 平2 = 图53环面 

显然， dlv /= 0而相应的运动 

g 、 (屮 1，沪 + ^ a 1 t 9 < p ,- ha 2 t ) 

保持体积 c /仍 dcp 2m 由庞加莱定理容易得出 

定理 若〜/« 2 是无理数，则环面上的“螺炎线” ^(( p ^ fPz ) 在 
坏面上稠密 • 

问题证明若 O 是无理数，则李萨茄图形以 = cosh 
y = cos cot ) 在正方浪 kl <1, |yl < 1 中 稠密. 

例 3 令 d 为 n 维环面 r ' 即《个圆周之直 积②： 

D ; … xS l = T n 

' --— ' . - > • 

n 个 

»维环面上的一点由 ”个角 坐标炉 =( 仍，…，％)给出•令 
a =( ay .， c ? J ， 〆 是保持体积的变换 

g \ T n -^ T m 9 < p-^<p + 

问题在关于《的什么条件下，以下的集稠.密？ （ a ) f 印的轨 
道； _ g k < P 之轨道 G 属于实数群 R , &属干整数群 Zh 

例1到例3中的变换都与力学有密切关系*但因庞加莱定理 


① 集』 在丑中 稠密即/?中每一点的每个邻域中都有 J 中的点 • 

② 集…之直积即点 (《, 6,…） 之集. 这里万，… * 
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是拈象的，它也有与力学无关的应用. 

例4 考虑数2 1 •的第一位数 1, 2, 4，8，1，3, 6, 1, 2，5, 
1， 2， 4， 

- b 

问题数字7是否会出现在上面的这个序列中？在7和3中哪一 
个出现得更经常?’频繁多少倍？（参见第十章节 51) 

第四章流形上的拉格朗日力学 

我们将在本章中介绍微分流形及其切丛的概念.给定在切丛 
上的拉格朗日函数在流形上定义一个拉格朗日“完整系”.具有完 
整约束的质点组（例如摆或刚体）是其 特例* 

17 完整约束 

我们将在本节定义具有完整约束的质点组的槪念 • 

A 例子 

令 V 为平面光滑曲线.若在 V 附近有一个很强的指向 V 的 
力场，则一个运动的质点将总是靠近于 V . 在具有无穷大力场的 
极限情况，质点必留在 V 上.这时我们就说，对这个力学系加上 
了一个约束（图 54). 

为了把这说得更精确，我们在 V 的邻域中引入曲线坐标^和 
9 m 是沿 V 的，而 Q 表示到此曲线的 距离. 

考虑具有依赖于参数#的位能的力学系 

t/jr = iV^QfJ + £/ 0 (g j , 9 

(以后将使 W 趋向无穷大 ） C 图 55) , 

考虑在 V 上的初始条件： 

• * 攀 

々 1(0) -q\$ qi CO) = qU 办（ 0) = 0 ，办 （ 0) = 0. 
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图 54 约束作为无限强的场 區55位能 Ua 

:用 < 7i = ^( t ， 表示在的场中在这些初始条件下的运动中 
坐标的演化. 

定理当时以 下极蜋 存在 

lim <p(t ， N 、 = ^ CO. 

JV-+ Q© 

:极限兩数 g : = ip ( f > 满足拉格朗日方程 


生 

dt 



aL 


幸 


譬 

2 qx 



叫 1 


这里 L* ( 仍 ， Ql ) =T U=- 2 .o-C/ 0 L-o (7 1 是沿 y 运动的动能 ）. 

这样，当^时，由关于❿和如的拉格朗日方程导出了关 
千 <h = ^ p ( f > 的拉格朗日方程. 

现用《个质点的3«维构形空间代替平面，它们组成一个具 

讎 

有度量 c/s 2 = 叫办< 2 0*1 为质量）的力学系，又用这维空 

i = l 

词的一个子流形作为 r，q 换成沿 v 的某些坐标 A，g 2 换成垂直 

/ 

于V方向上的某些坐标 q 2 ， 也会得到完全一样的结果.若位能的 
形状是 


U = U 0 Cq 1 ') + Nql 
则当 TV—m 时，将由拉格朗日函数为 


L ^ -^T \ q2 


92 


U Q \ qz 


雜拉格朗日方程定义 v 上的一个运动. 
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B 具有约束的力学系的定义 

我们将不证明以上定理①，但也不去用它.我们只需要它来 
说明下面定义是有道理的. 

定 义令？为质量为％,…， m s 的点 a ， …，所成的3〃 维构彤空 
间中的⑺维 曲面. 令 q = …， 是 V 上的某坐标系： 

rprXg ). 则由以下方程所描述的力学系称为具有 3«- m 个理想 
完整约束的《质点力学系： 


± 

dt 



aL 

eq 


:二 +2 叫 r, a -1/(q). 


曲面 y 称为具有约束的力学系之杓形空问. 

若曲面 r 由务 = 3 ”-m 个函数无关方程 / iCr ) =(),•“， f k Cry 
= 0给出，我们就说这个力学系受到关 系式八 = 0， … ，八= 0 
的约束. 

完整约束也 可以定 义为具有很大位能的力学系之极限情况. 
这些约束在力学上的意义在于实验证实了许多力学系以程度不同: 
的精确性属千这一类. 

由此以往，为简单起见我们就称理想完整约束为约束，本书 
中不考虑其它约束. 


18 微分流形 

一 个具有约東的力学系的构形空间是一个微分流形•我们将在本节中 
给出关于微分流形的基本的 事实. 


①证明基于这样一个事 卖：由 子能量守恒,动点不可能离 V 比更远，而当 
AT ~> oo 时这个距离趋向零 • 
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A 撤分流形的定义 

一 个集合 M 若有有限多或可数多个区图而其每点均可以至少 
- 在一个区图中表示，就说 M 上有一个微分流形 构造. 

区图^是欧氏坐标空间 Q = ( L ，…， h ) 中的开集 U 以及由 t / 


到於的某个子集上的一对一映射 u-^<pu c =： if * 

若两 个区图 t / 与 C // 中的点 P 与 p /在抓 中有相同的象， 则 P 与 
2>/各有邻域 ZcC / 与 /^ c = C ^ 在 M 中也有相同的象（图 56). 这样 
就得到一个映射 〆 ~ v : 



图56相容的 iK 图 

这是由欧氏空间 g 中的区域 k 到欧氏空间 V 中的区域^上 
的映射，而由》个》元函数给出， q / .若 
«/( g ) 和都可微①，就说这两个区图是相容的. 

图册就是相容区图的并.若两个图册之并仍为图册，就说它 
们是等价的. 

微分流形就是等价图册的类 • 我们只考虑连通② 流形. 于是 
对所有区图，数《都相同，称为流形的维數. 

流形 上一点的邻域即此点在区图 t / 中的表示之一邻域在映射 


① 这里所谓可微是指”次连续 可微： r 的确实的值 （ l < r < oo ) 无关紧要 (例如 
我们可取 rtoo). 

② 若一流形不能分成两个分离的非空开子集之并，就说它是连通的. 
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^ P ： U ^ M 下的象.我们将设任意两个不同的点都 有不枏 交的邻 

域. 

B 例子 

例1欧氏空间 R " 是一个流形，图册仅由一个 
区图组成. 參 

例2 球面 5" 2 ={( x ， y ， 2 )-. x z + y z + z z ~ 1 } 

有微分流形构造，例如其一图册可由两个区图 图 57 球面的图册 

( U i9 < p if * = 1, 2) 用球极投影构成 〈图 57). 类似的作法适 用于” 维球而 

S n = {( 〜 … ， x n+1 ) ： S^* 2 = IK 

Cl 3 考虑一个乎面摆*其构形空间——圆周 & ——是一个流形 • 一个常 
用的图册是角坐标…-汉，冗）， 1/^(0, 2/ T ) 《图 5 SK 

例4 “ 球面”数学摆的构形空间是二维球面(图 58>. 

例 5 “平面双摆”的构形空间是两个圆周的直积，即二维环面 

T^S^S 1 . 

例 S 球面双摆的构形空间是两个球面的直积 • 5^ x 5、 

«7 ( gi , g a ) 平面上的刚性直线段的构形空间是流形 PxS 1 , 坐标;％ 
( q lf 心）（图 59). 它可用两个区图覆盖 • 




图 58 平面摆、球面摆与平面双摆 图 59 平面上 一个线段的构 形空间 

併8设刚性直角三角形 OjB 绕顶点0 运动， 这三角形的位置可用三个数' 
来表示：方向由两个数表示 • 若0』已知, 可以让 o _ seP 绕轴 
CU 旋转（图 60). 

与此三角形0/5的位置相联结有一个正交右手标架， e^OAi \0 A \ , 
/ (051, e t = c « lt 灼 ] •位置与标架的对应是一对一的，所以三角形 
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的位置可用一个行列式为 1 的三阶正交矩阵来表 

赤鲁 

—切三 阶方阵 之集是 9维空间六个正 

交条件可以从上述 R * 中区分出两个三维连通的 

矩阵流形，其行列式 分别为 + 1与 -1. 三维空 

词 的旋转 （行 列式 +1) 构成一 个群，称为图60 — 个三角形的构形空间 
^0(3). 

所以三角形 的构形空间是 S 0 C 3). 

问题 证明 ^0(3) 同胚于三维实射影空间. 

定义 构形空间的维数称为自由度. 

例9 考虑个铰接杆所成的封闭链条这个力学系. 

问题这个力学系的自由度是多少？ 

倒10嵌入流形.我们说 M 是欧氏空间的一 
个>维嵌人子流形（图 61) .劼果在每一点 ： e 
. M 的一个邻域中都有《 - / e 个函数 / lt (7+ R ， 图 61 嵌入子流形 

h ' U + R , “•， AwC /— R 使得 f / 与 Af 的交可由方程八二0 ,…, /»- A = 0 给 
出， 而且矢量 grad/i ，…， grad /„_* 在; r 点线性无关， 

容易给 M 以流形构造，即在: r 的邻域中给出坐标系（怎祥给法?） • 
可以证明每个流形都可嵌入在某个欧氏空间中，在例8中 5*0(3) 就是 

R 9 的子集 • 

问题证明 30(3) 嵌入在 R 9 中而且是一个滚形 * 

C 切空间 

今 M 是嵌人在 J ? rt 中的一个々维 
流形，则在每一点工都有一个為维 

切空间具 体说，它就是 
{ grad /、 ，…， grad/.-J 的正交补 

(图 62) .切空间 rilf # 中以; r 为起点 图 62 切空间 

釣矢量称为 Af 在 a : 的切矢量.我 们也可 以把这些矢量直接定义为 
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M 中曲线的速度矢 适： 

or - Hm ^ (’) — 二^其中 < p (0 ) 二 x ，< p (0 ^ 

也可以不依赖于 M 在 E n 中的嵌入而内藴地定义切矢量. 

设有二曲线 x =< p ( f ) 与 o ?= 咕⑺， g >(0) =咕（0) = or ， 而且在 
某个区图中⑺-咕 ⑺） A = 0, 我们就说这两条曲线是等价 
的.这种等系称为相切，而且在任何区图中都成立（请证 
明!） • 

定义流形 M 在 a : 点的切失量就是适合 < p (0) = x 的曲线在 
上述意义下的等价类， 

很容易定义切矢量乘以数和切矢量的加法两种运算. M 在^ 
的切矢量构成一个线性空间 TM “ 这空间也称为 M 在: r 的切空 

对于嵌入流形这个定义和前面说的定义是一致的.这定义的 
优点在于它可以适用于不嵌入在什么地方的抽象流形. 

定义令 U 为 M 之某图册中的一个区图，其坐标为％,•••，☆. 

曲线 q = V (0 的切矢量的分量即数 L …，这里1,= 
idqjjdt ') | # . 0 . 

D 切丛 

Af 在其各点的切空间的并 U ,^ mTM x 有一个自然的微分流 
形构造，其维数两倍于 M 的维数. 

这个流形称为 w 之切丛> 记作 FAf . rAf 的点即在某点 X 切 
于 Af 的矢量 fTM 的局部坐标作法如下•令 …， g n 为 M 上之局 
部坐标，1，一，1是此坐标系下切矢量的分量•则 （ A， …， u 
，…， L ) 这加个数给出 rM 的一个局部坐 标系. 有时用 rfg , 记. 
Ir. 
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将切矢量 6 映到切点;(在这点，矢量 t 与 M 相切 
TM ,)) 的映射 j ? : TM 称为自然投影.点 : r G Af 在自然投影下 

的原象 f - Kx ) 即切空间 这空 间称为 切丛在 a ： 点的纤维* 
E 黎曼流形 

若 M 是嵌入在欧氏空间中的一个流形，则欧氏空间中的度量 
使我们能量度曲线之长、矢量之交角、体积 等等. 所有这 些量均 
可用切矢量之长来表示，即以给在每个切空间上的正定二 
次型来表示 （图 63): 



定义每个切空间上均有一固定正定二次型#，☆的微分 
流形称为黎曼 流形. 这个二次型称为 其黎曼度量. 

注令 C / 为 M 之某图册的一个区图，坐标为如… ，〜 则黎 
曼度量可由以下公式 给出： 

it 

ds 2 = a { j (jq)dq { dq$ au* 

i * J = 1 

是一 '个切 矢量的 分量. 

函数 a , j ( g ) 设为任意次可微. 

F 映射的微分 

令是流形 M 到流形 iV 的映射，/称为可微的，若在 
M 与 N 的局部坐标下/由可微函数给出* 


♦ 
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定义可微映射 i \ T 在一点 xGM 的微分是切空间之间晚 
线性映射 

f^ x iTM x -^TN iixyt 
它由以下方式来定义（图 64): 

^ veTM x . 考虑曲线 < p : R - M , < p (0)= ar , 且速度矢量: 
id < p/dO = 即曲线/。 史: R — iV 的速度矢量 

f*xV= ' f 

a r ； = o 



图 64 映射的锨分 

_鼷证明矢量不依赖于曲线 < p ， 只依賴于矢重 
mu 证明映射⑷是线 性的. 

令 x = ( a ，…， ) 是 Af 邻域中的坐标， y =( yi ， …， y n > ® 
»e AT 邻域中的坐标. f 是矢董 t ? 之分量的集 ， tj 为矢量 /* A 之分量盼 


集.证明 





对一切 r , 取 /p 之并，即得整个切丛 的映射 
/*, TM-^TN f,v=f.，v 若 veTM_. 

问睡 证明 /* 是可微映射 • 

何题 令/*对+#，5*^^^^而卜 = =5。/1从十<.证明6* = 5*。/** 


19拉格姐 B 动力系统 


在本节中我们将定义流形上的拉格朗日动力系统 • 具有完整约束的力$ 
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学系是一个特例. 

A 拉格朗曰动力系统的定义 

令 M 为一微分流形， riif 为其切丛， L : rM—R 为一可微函 
数.映射 v : R—M 称为具有构形流形财■及拉格朗日函数 L 的拉格 
朗曰动力糸统十的运动，如果 Y 是以下泛函的驻定曲线 I 

t 

⑦( V ) = f Liy 9 y ) dt 9 


这里 J 是速度矢量， v \ rM v ⑴ 

供令 M 是坐标为 g =(&，•••，〜）的坐标空间!^区域，：立袼朗日函数 L : 
TM -^ R 可以写成2«个变量之函数 L ( e ，& • 如我们在! 2 节中讲过的鄹样， 
一个随时间运动的点的坐标的演化满足拉格朗日方程组. 

定理流形上的拉格朗日动力糸统中动点 7，（0 的局部坐标 

之演化满足拉格朗日方程组 

{/ 0L 0 L 

dt aq aq 


L (g, g) 是 * 數 LJAf^R 在： TM 的坐标 q ， q> 的表 达式 . 

我们时常遇到以下的特例* 

B 自然的动力系统 

令 M 为一黎曼流形.各切空间上的二次型 
T = y < v 9 v > v ^ TM m 

称为动能.一个可 微函数<7: AT—R 称为位能. 

定义黎曼流形上的拉格朗日动力系统若其拉格朗日函数是动能 
与位能之差 ： L = T 一 U ， 就称为自然的 动力系统* 

晒 

M 考虑由 Oc,y) 平面上长为 f 的直线段连接的两个质点叫与％. M 

f 

• 83 * 




在两自由点 Oi , ix i9 y a ) 的四维构形空间妒><妒中由条件 

v / C ^ i -+ =/ (图 65) 定义 

一个三维构形空间. 

在四维空间 ( x l 9 x Z 9 y l 9 y t -> 的切空间 
上 有一个二次型 

• • 籲 

mXx ± l + + y a a ). 

我们的三维流形，因其嵌入在此四维流形中，具有黎曼 度董. 这样 得到的 
完整力学系在力学中称为 Oc , y ) 平面上的定长线段.它的动能是 


f 

争 





图65平面上之线段 




T* rn r 4 a ±y # >L + • 

2 4 2 

C 具有完整约束的力学系 

我们已在节17中定 义了具有完整约束的质点力 学系的 槪念. 
我们现 在证明它是自然的. 

把具有约束的力学系的构形流形 M 看作是嵌入在自由质点组 

» 

的3«维构形空间中. 3«维空间的黎曼度量由二次形 I ]叫 A 2 给 

% = 1 

出，具有位能[/的嵌入黎曼流形 M 与节17中定义的力学系一样， 
亦即与位能为 + 的力学系当 JV — oo 时的极限情况一样， 

这时位能在 M 之外急增. 

D 求解具有约束的问题的程序 

1. 定出构形流形并在其各点附近引入坐标 W ， 

2. 把动能表为广义速度的二次型 

T : qi gj. 

3. 作出拉格朗日函数求解拉格朗日方程. 

例 考虑质量为1的质点在三维空间旋转面（图 66) 上的 运动. 可以证明 
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轨道是测地线.此曲面在柱坐标 r ， 史， z 下可以（局部地> 表为 r = r ( d 或 
zCO . 在坐 标史与 2 下动能是 


* • • 




T = ~ ix z + y z + z z } - ( l^r / z ) z z -rr z Cz )<p z l 9 

2 2 


而在坐标 r 与炉下 


T = j- (; 2 + ; a + ;”=|[(l + :V) : 2 +，、•”， 

这里我们用了 > 十 > +P 士. 

拉格朗日函数：就是7\在两个坐标系下炉都是循环坐标 • 相应的动量 
守恒：但^ = 正是角动量的 z 坐标分量.因为这个力学系自由度为 2 ， 

知道一个循环坐标即可完全解出这个问题（参照节15系3 > 

用略有不同的推理可以更容易地得到轨道的清楚的图形*用 a 记轨道 
与子午线之交角.我们有 r « p - | t ;| sina , | t ； l 是速度矢量的大小（图 66 ) • 
由能量守恒，不变 • 因此 M = cons 、 因此的守恒律就 

成为“克莱罗 ( Clairaut ) 定 理”： 

rsina = const. 

这个关系式表明运动在 lsinal <1即在区域 r > r 0 sina 0 * 中发生，而 A 
轨道与子午线的偏角随 r 之减少而增加•当半径达到其最小可能值 
r = r e sina 0 后，轨道折回到 r 较大的区域 （图 67>. 



图66旋$^曲面 困67旋转面上的测地线 


# ( r ^ ao ) 是0时 r 与 a 之值一日译本注 


«5 • 


闲醒 证明旋转曲面上的测地线分成三类 * 子午线、闭曲线与环中稠 
密的测地线. 

问® 讨论环面上的测地线之性状. 

E 非自治系统 

非自治拉格朗日动力系统与我们迄今所讨论的自治系统的区 
别在于其拉格朗日函数还依赖于 財间： 

L ： TM x R-^R L - L(q, q 9 f) 

特別是，在一个自然的非自治系统中，动能和位能均依赖于时 

间： 

T t rMxR—R, U t M x R-^R, 

T = TCq 9 q,0 ? U = UCq f O. 

具有依赖于时间的完整约束的《个质点的力学系，可以用自 
由力学系的构形空间之依赖于时间的子流形来定义，这个子流形 
可由映射 

i ： M x R-^E 3n i Cq, f) =x 

来给出.它对每个固定的定义了一个嵌入 M — 节 D 的 

-、 

程序对非自治系统仍适用， 

例考虑珠子在半径为 r 的铅直圆周上的 
运动(图68)，此圆周以角速度绕过圆心 O 
的铅直轴旋转.圆周即流形 M . 令 g 表示 
自圆周最高点最起的角坐标 • 

n 

令 Ay ， 2 为 P 的坐标，以圆心 O 为廪 
点，铅直轴为2轴.令炉为圆周所在的平 
面与欠02平面之交角.由假设 ， = 图68 旋转圆周上 的珠子 

峽射 UM x 的公式如下 * 

iCq 9 0 = Crsinqcoso)t f rsinqsincot 9 rcosg〉. 

用此式（或更简单些，利用“无穷小直角三角形”）可得 
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T = — (co 2 r 2 sin 2 q+ U = mgrcosq, 

在这个情况，尽管约束与时间有关，动能位能却与时间无关.此外，拉恪 
朗曰函数也和动能为 


^ ^Q z t> M = mr 

a 


而位能为 


V = A^o&q - Bsin 2 g ， 


A - mgr，B = 



2 


co 2 r z 


的一维力学系的拉格朗日函数 一样. 相图之形状与 d 和5之比值有关 • 对于 
2 3 <A 〈即 圆周旋转得足够慢，使得珠子的最低位置 （9= 汗） 
是稳定的，而且它和数学摆 = 0> 的情况在运动的特征上大体相同 * 
对于2月>4,即圆周旋转相兰彳快，珠子之最低位置变成不稳定 的了* 
另一方而，在圆周上出现了珠子的另外两个稳定位置，即 cosg =-3/2 B 
=处.珠子在一切可能的初始位置下的性态从它在 （ g ， 平面上 
的相曲线的形状可以清楚地看到（图6 的. 



图69珠子的有效位能和 相乎面 


20 E. 诺特定理 

种种守恒律 〈如 动置、角动量之守恒等等）都是如下一般定理的特 i 


秦 
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相应于拉格朗日系统的每一个保持拉格朗日函数的单参数微分同胚群，必 
存运动方程组的一个首次 积分. 

A 定理的陈述 

令 m 为一光滑流形 . i : rM — r 是切丛上的光滑函数. 
再令 A : M - M 为一光滑映射. 

定义我们说拉格朗日系统 d L ) 容许映射 A , 如果对任意 
切矢量均有 

= Liv ) , 

例令 M = Kx " 5 c 2 ， ％ 3 )}， L = ( m / 2 ) Cx ! 2 + + jc s 2 ) - Uix ^ 々）.这 

个系统容许沿 欠 1 轴的平移 A : Oi ， ； + s , x 21 但一般不容许 

• V.. 

沿 心轴的 平移. 

诺特定理苦系统 （ M ， i ) 容许一个单参數微分同胚群 + 
M } seR , 则相应于上的拉袼朗日方程组有一个首次积分 /. rM — 

R . 

在 M 的局部坐标 g ' F ， 首次积分 '/ 可写为 

/(o A) = 兔 

^ ：=^ 9 -J / • • 

一 Da r/s 

〜 J ^ 0 

• • . 

B 证明 

先设 Af 二 R " 为坐 标空间 • 令 q »: R ^^/,^ = < P ( 0 居拉格朗 

. .• • 

日方程组的解.因为 以保持 L ， 所以解的平移对 
任念 J 仍适合拉格朗 S 方程组①. 

V 

考虑 = ① o , 0 = Ar ( qp ( 0 ) 给出的映射 ARxR — R rt 

(070). 


①有些教本的作者错误地认为其逆也成立，即若 A •把解变为解，则它必定保 



4(0 
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图 70 诺特定理 

用、记对/的导数，用 7 记对 s 的导数.由假设 




a) o= g4 O0) ^iL.p 


as 


aq 


羊•心， 

aq 


• • 


这里 Z 的偏导数是在点 q = ®($〆)，Q = <^ (5, 0处取的 • 


上面已经说了， 映射® U- 
适合拉格朗日方程组 

— [^(^ c ^ o , ocs 9 m 

Bt Bq 


« R—R B 对任童固定的 j 都 


0L 




ag 




(0(5,0,<^(^0)* 
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51 入记号 f ( m 〉= ( a / 沒 g)(®u，o,®o〆)） 并在 （1) 中将 


sL 


代以 aF / W ， 则得 


(丄 

& 叫 aq 




d ( a.L 


d £ 

dt 
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注上面是用局部坐标 g 来定义首次积分/ = CaL/aq)q^ 
的.但是可证明/(灼之值并不依赖于坐标糸9的 选取. 

事实上，/是人⑻当矢量 reTW * 在 rM * 内以速度 

。 变化时的变率 • 0^/(«?)可以作为切矢1： 
之^驗而适当定义.当 m 是流形时/也可以阔样方式 
证明诺特定理. 

C 例子 

例 1 考虑一组 质畺分 別为叫的质点组： 

L- 2^i x\/2~UXi = sc n e x + x {? e 2 
并有约束条件 fi (^)=o. 设此质点组容许沿 a 轴的平移： 

p 

S . • 

h e z x ^ x { + se； 对 一切* * •' 

换言之，即设约束允许质点组>整个地沿仏轴运动，而且这: 
时位能也不改变. • 

由诺特定理可得：若一质点组容许沿 t 轴平移，則质心在 
€!轴上的投影作匀速直线运动. 

事实上 。 =ei - 由节 b 末的注，量 — 

/= 2 ~r = 2 ^>^<1 

BX \ 

守恒，即动量的第一个 分量凡 守恒.对于无约束的质点组，我 
们前已证明过这一点. 

例2 若质点组容许 绕仏轴 旋转，鲥相对于此轴的角动量 

Mi = Z]([>‘， 叫0：‘]， Cj) 


守 M. 


_ 
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容易 验证，若 V 是绕 e ! 轴旋转 一个角 s ， 则 id / ds ) | #=>0 
A ^ r ^ Le :，:^]， 由此可知 

9 7" # • 

1= X]—^" *Ce lf 0：J = YJ Ce^arJ) = 2 CLx i9 fnxJ P ed^ 
i < 

t r * 

问鼷 1 设质点在等角螺线 x = cos ? i ， y = sin 炉， z ^ c < p 的场中 运动. 找出 
相应于这种螺旋对称性的守恒律， 

答任一质点组若容许螺旋运动且使以上螺线不变，则量/=^/> 3 +财 3 守 

恒. 

问题2 设刚体因惯性运动.证明其质心作匀速直线运动.若质心不动， 
则相应于质心的角动量守恒. 

问睡3若重刚体在运动中其中某点 O 固定，什么量守恒？若此物体关于某 
个过 O 的轴对称，又如何？ 

何親4 将诺特定理推广到非自治拉格朗日动力系统. 

提示令 M t = MxR 为拓广的构形空间（构形流形 M 与时间轴 R 的直 

积). 

定义函数 > R 为 


L 半 ? 

d r 


在抓，之局部坐标系 g〆 下它的定义是 


/^1(穹， 


dq 

dr 


dt 

dr 


)=L Cg , — 


dfifdr 


dt/d 


dr 


m 


对拉格朗日动力系统 （ A ^， L t ) 应用诺特定理. 

若容许变换 AS 可得一首次积分 A : TM ^ R m 

ILdi ^ lLJt , 这就化为原系统的首次 积分厂 TMxR ^ R . 若在 J / ; 的 
局部坐标 （ q ，0 中 / i =/ i ( g ， Gdg / cfr ， dt / djr )， 则 I ( q , q，t ) = TXq * 


> $1 



特别是，若 L 不含时间， M 容许对时间的平移， A *( q ,0 = ( q , t ^ S ). 

> 

:«应的首次积分就是能量. 


21达朗贝尔原理 


我们将在 这里给具有完整约束的质点组以新定义，并且证明它和节17 
啐 给的定义的等价性. 

A 例子 

考虑完整组 （ M ， L)，M 是三 维空间 { x } 中的一个曲面， 



2 


m 

m x 


U Cx) 


用力学的语言说就是“质量为 m 的质点必留在光滑曲面 M 上”. 


考虑这点的运动 无⑺， 若能满足牛顿方程 

在无外力 （ U =0) 时，它的轨迹应是一条直线而会位于曲 
面 M 上. 


从牛顿的观点看来，这表明应有一个新力以“迫使该点留在 


曲面上”. 

龙义 R = mx 卜称为约束力（图 71 ). 

如果把约束力 RG ) 也考虑进来， 

牛顿方程显然就能满足： 



3U 
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£ 

图 7 1 约束力 L 


如果把我们的有约束的力学系看作具有位能 (/ + 的力学系当 
〜呀的 极限，约束力的物理意义就清楚了，这里 CACar ) = p 2 0 r ， M ). 对于 
大沟 A % 约朿位能 NU , 产生一个急速改变的力若取极 
艱 ( A ^ oo ), 则 a : 在 Af 附近振荡时力 JF 的平均值就是 K . 力 F 垂直于 







因此约束力 R 垂直于 抓： 02, 0 对任意 切矢量 f 成立. 

B 达朗贝尔原理的陈述 

在力学中，构形流形的切矢量称为虚位移.达朗贝尔原理是: 
说对任意虚位移§, 

- 0» 

ojC 

_ 

• • . 

或者换个说法就是，约束力在任意虚位移上作的功 为零. ^ 
对质量各为叫 的点心 的质点组，约束力 艮 定义为叫^ + 
OU /9 X ,) , 而达朗贝尔原理的形式是2 ( K *, u =0, 即 

Ham i x i ^ OU /3 Xd ') 9 u = o , 亦即约束 力在任意虚位 移上的 
功总和为零 • 

具有这个性质的约束称为理想约束. 

V . ： ; 1 . : 

若将具有完整约束的质点组定义为八+~时的极®， 則达朗 尔-拉格 

朗日原理成为一个定理 I 上面槪述了它在最简单情况下的 证明. 

^ • * 

然而，也可以用达朗贝尔-拉格朗日原理来定义"理想完整 约束. 这样， 
关于有完整约束的力学系我们就有了三个定义： 

♦ 

1 . 它是位能为 t / + iVtA 的力学系当 iv + co 时的极限. 

2. 它是一个完整力学系是一个无约束的质点组之构形 空间的 

■ 

, , • 

光滑子流形， i 是拉格朗日函数. 

3* 它是符合于送朗贝尔-拉格 朗日原 理的力学系 • 

这三个定义 在数学 上是等价的. 

(1> => (2) 和 （1) 今 (3) 的证明上面已经概述过了，下面不 

<•- 

再详述.现在我们要证明 （2) 0 (3夂 
C 达朗贝尔原理与变分原理的等价性 

令 M 为欧 氏空间的子 流形,为 一曲线，而 

ji . y (/。） = 怎。，工（匕） = 

定义曲线: r 称为作用量泛函 一 


费5 . 



<&= -U(x})dt 

Jt Q \ 2 ) 

•的条件駐定曲线，若其微分 3 少在以下条件下 为零： 变分是 M 上连 
接工《和4的邻近的曲线①. 

我们将把条件驻定曲线的变分条件写作 
( 1 ) = 0 . 

显然，方程 （1) 等价于 M 上某局部坐标 q 下的拉格朗日方程 
组 

dt 9q aq 2 

定理曲线 x : R — AfcR N 是作用量的条件驻定曲线（即满足方 
«(1)),当且仅当它适合达朗贝尔方程 

(2) ( i+jgl,D= 0 , V UM.. 

引理令:为一逢续切矢 量场. 若对任一在 
ar 点切于 Af 的切失量场4 ( 即 4(0 ^ TM x (n )，且当才= 6， G 时 
4(0 = 0,我们有 

「/(，〉• Uf>dt 二 Q, 

J ^ 

則在每一点 x ( O 上/⑺均垂直于 M 
(即对每个矢量 herM * ⑴均有 
( f CO , h ) = 0 ) (图 72)* 图72关于法线场的引理 

①严格说来，要定义变分3 少， 就必须在於上: r 附近的曲线之集合上定义一个 
矢置空间构造.可以用况上的坐.标来做这 件事； 然而一曲线成为条件驻定曲 
线这一点并不依赖于坐标的选取. 
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引理的证 法就是重复节 12 中导出欧拉-拉格朗日方程的论 

证. 

定理的证明比较少 在两条 曲线 x(f ) 和+4 CO 上之值， 
这里 =4(0 = 0. 分部积分后即有 

& 0 = rug 4) 心 = -r(; 、 盖 ) 

J fQ ^ QC J 

由此公式①显然知，方程（1)，心少= 0，等价于对于所有 
切矢量场&⑺ erM * ⑴(4(0 = ^(« = 0)均成立的方程 

( 3 ) *)^=0. 

J ， 0 枚 

由引理（其中须设; f=i_+(aC//a：ro) 知，方程 （3) 等价于达朗 
贝尔-拉格朗日方程 （2). □ 

D 注 

注1 我们要从以上定理推导出质量为叫的具有完整约束 
的 n 个质点 Xi 6R 8 >i = 1,…，《之质点组的达朗贝尔-拉格朗日原 

理. 

在坐标系=\^來}下，动能7' = +2⑺沭/= 2 g'X* 
由定理，最小作用原理的驻定曲线应满足 



BX 


® 点 x 0)+《 ⑴到祕之距离与比较是二阶 小置. 
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(即 R 3 s 中 的点的达朗贝尔-拉格朗日原理： 维反作用力在度 

量 r 下垂直于流形 M ). 回到坐标即有 


o - I ： 

钃 

% 


~— 

Cv/ m i x t + 


dU 






—^ \ (j7% fCCi 


aU 

aXi 


，u 


这就是前面已指出的那种形式的达朗贝尔-拉格朗日原理：反作 
用力在虚位移上之功的和为零. 

注 2 若回到静力学，还可给达朗贝尔-拉格朗日原理稍许 
不同的形式，一个平衡隹置即是一点: C 。 ，它同时是一个运动的 
轨道 ： xCO = x c . 

设质点在力 ： f = 影晌下沿一光滑曲面 M 运动. 

定理 M 上的点; T 。 是一平衡位置，当且仅当力在怎。点垂直于此 
曲面： 即对一切 （/( 父。），4) = 0. 

这可用达朗贝尔-拉格朗日 方程由 i = 0这一事实得出. 

定义 - WX 称为惯性力 • 

现在，达朗贝尔-拉格朗日原理成为： 

定理若将惯性力加到作用乃上， X 变成乎衡位置 *• 

证达朗贝尔方程 

•• 

(- 7710 ：+// &> = 0 

由前一个定理，表明了 a : 是在力为的力学系统的平衡 
位置. □ 


* 准确地说应为，对每个 （， x (/) 是平衡 位置. 当势场与时间有关时，平衡位 
置的定义也容易理解，见注3——曰译本注… < 
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对于质点组也有完全类似的命题成立：若 x = { a ； i } 是平衡 


位置，则作用力在虚位移上作的功和为零.若将惯性力 
- m . xXt ) 加到作用力中，则：变成平衡位置. 

这样，一个运动问题就化为在其它力作用下的平衡问题. 

注3 迄今我们未曾考虑约束依赖于时间的情况.以上所述 
全可不加改变地用于这种约束. 

例考虑沿一杆滑动的珠子，而此杆与 
铅直轴有倾角《且以角速度®绕此轴旋转 
(重力 不 计）.我们取珠子到 O 点的距离作为 
坐标 g (图 73) .动能和拉格朗日函数是 图73旋转杆上的珠子 



L--T - ~ mv % = mq 2, + ■~mco z r z f 

r - gsina, 

拉格朗日方程为：= mco ^ sin ^ a . 

各时刻的约束力均垂直于虚位移（即垂直于杆的方向），但井 

不总是垂直于真实的运动轨道. 

• . 

注 4 很容易由达朗贝尔-拉格朗日方程声甲备个守恒律 • 

例如，若沿 々轴 L 二灼平 移是一 个虚位移,,即 / 约束力在此虚位 

. ; * 

移上的功之和为零： 

2 = 0 • 

若将约束力看作外力，则我们有外力的第一分量之和为零 • 这倉 
味 着动量 矢量的第一个分量炻 守恒. 

前面我们曾用诺特定理得到同样结果. 

注5 我们再次强调，某个特定的物理约束或其它约束（准 
确到一定程度）是否为完整约束，这是一个实验问题.从数学观 
点来看，约束的完整性质是一个有物理根据的假设；它可以以不 
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饲的但是等价的形式引入，例如最小作用原理形式 （1) 或达朗 
贝尔-拉格朗日原理形式 （2), 但是当定义约束时，约束这个词 
总是讲的牛顿运动方程以外的实验事实， 

注6 我们的用语与其它力学教本略有不同，那里达朗贝 
尔-拉格朗日原理被推广到一类更广泛的力学系（“具有理想约 
束的非完整系”)•这本书里不讨论非完整系.我们只想提到非完整 
系的一个例子，即在一个平面上滚动而不滑动的球.非完整系的 
构形流形每一点的切空间均有一个子空间，而速度矢量必在其 
内 • 

注7 若一个力学系中包含有用杆、铰链等等连接起来的质 
点，则可能有必要讨论某一特定约束的约束力. 

我们定义了 切约束对每一质点 

的总约束力” .每一个单独约束的约束力 

的概念则是无法定义的，从支持在三根柱子 
上的梁这一简单例子就亩以看到这一点•若 图74 —个板的约束力 

我们试图把每个注子的约束力 R ,， R 3 、 

作为极限来定义（即把柱子看作很硬的弹簧)，我们就会信服，其 
结 果依赖于刚性的分布 • 

选给学生作的问题是不会发生这种困难的. 

何理 一 个重为 P 的杆与水平桌面倾角为60%从初速度为零开始倒下（图 
74) •求桌面在初始时刻的约束力而且把桌面看作是绝对光滑的, 6) 绝 

对粗 糙咋. （在前一缚况 ? 完整约束将杆的端点附着在桌面上，而在第二种慊 
:况，则附着在一固定点上 .） 

- ，.- ， . 

* 、 

第五章振 动 

r 

因为线性方程是最容易求解和研究的，所以线性振动的理论 

K 
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「是力学中发展最好的 领域. 在许多非线性问题中，线性化会产生 
令人满意的近似解.即使并不如此，研究一个问题的线性部分时 
常是第一歩，以后再研究非线性系统与其线性模型中的运动之关 

系. • ' 


22线性化 

我们将在此给出小振动的定义_ 

A 平衡位置 

定义若 a: 三X。是方程组 

.. • 

( 1 ) 普： f(x) x€R n 

的解，则称而为其平衡位置.换言之亦即若/(而）=0，亦即矢 
•量场 /( 工） 在 3 IV 处为零. 

例 考虑具有拉格朗日 函数乙 的自然动力系统， 
其中 r = Cq ) q t qs > 0 而 <7 ^ C / Cq )* 

(2) — ^4- = —； q = ⑻， 

dt 0 q aq 


拉格朗日方程组可写成 2« 个一阶方程如 （1). 我们试着来 

我它的 一个平衡位^ • . 

定理 点 Ho ， 是平衡位置的充分必要条件是免 )= o ， 
而屯是 位能的临界点 ，即 


(3) 



证将拉格朗日方程组写为 
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dt 


aT bT bU 

_ , _ _ 

秦 

9 q Bq aq 


但由动能的形状即知当 Q = 0 时 -— ^- = 0 ) 一 v~ = 0. 因此当且仅当 

aq aq 


< 3 ) 成立时 ， g = g 。 才是一个解. 

B 平衡位置的稳定性 

现在我们将在初始位置近于平衡位置时来研究运动. 

定理若点 g e 是位能 f/ 的严格局部极小，则平衡位置 q = Q 。聶 
在李雅普诺夫意义下稳定的. 

证 设 U Cq 0 ) = h . 对充分小的 e>0， 集 {q : C/(g)</i + e} 之含 
Q 0 的连通分支是？。的任意小邻域（图 75 ). 此外，在相空间 
(P, q) 中的相应区域 { p , q ： E ( p 9 q )< h + e } 的连通分支将 
是点1> = 0， g = 的任意小 邻域. 这里 p = 


3 T 


是动量 ， E = T 


+ LT 是总能量. 


v 




图75稳定平衡位置 

但由能量守恒定律，区域对相流不变.所 
以当初始条件 p(o), Q(0) 充分接近（0, q a ) 时，每个相轨递 
( PCOCO ) 都接近于 (0, q Q ). 
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:问题平衡位置《 =屯，0坷能渐近稳定吗？ 

问題证明对于一个自由度的解析方程组，平衡位置 Q 。 若非位能的严格局 
部极小，则在李雅普诺夫意义下必是不稳定的.作一个无限可微方程组而 
使上述不真的例子， 

注 很可能在 〃个自 由度的解析方程组中，非 极小 的平衡位置是 
不稳定的.但当«>2时从来没有人证明过\ 

C 微分方程的线性化 

我们现在转到一般的方程组 （1). 在研究 （1) 的近于平 
衡位置 a :。 的解时，常用线 性化. 设 x fl = 0 (— 般情况经过坐标 

的平移也可化为它).于是; f 的泰勒级数的第一项是线性的： 

+ 

f ( x ) = Ax + R ,( x ), 乂=度 而 R 2 Cr ) = OCc 2 ), 

0 X o 

在坐标…，二中，线性算子2可以表示为矩阵 

(y4*U) i 二 “ijSCj; Qij — ~~ 

0Xj Q 

:定义由一般的方程组 （1) 过渡到方程组 

( 4 ) 每二 Ay CxeR%yeTR^ 

称为 （1) 的线性化 • 

间题 证明线性化是一个适当定义的 运算： 即算子 d 不依赖于坐 

标系 • ^ 

. • . 

线性化方程组的优点在于它是线性的，因此容易解出： 

AUZ 

i/CO = e A ^yiQ) 9 e A{ - E At + — : - 十 … 

•' . 21 乂 

• 、 -•. 

* 日译本作 “ n>l 时没有证明过半译者注、 〈 
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知道了线性化方程组 （4) 的解以后，就对原方程组 （1) 的解 
也多少有所知道 I 对于充分小的怎，线性化方程组与原方程组之 
差 R 2 Cr )， 与 ar 比较是很小的.因此这两个方程组在同祥初始条 
件赵(0)=怎(0)=^。下的解汉0)， x(t ) 9 在很长一段时间里是很 
接近的.更明确地说，我们可以证明下面的 
定理 对任意的 r>o 及任意的 e >0 ，必有3>0使得若 
|怎（0)|<〜则在区间中 | x (0 - t/COI 
D 拉格朗曰方程组的线性化 

我们再回到拉格朗日方程组 （2) 并试在平衡位置 Q = % 附 

* 

近将它线性化.为使式子简单，我们选一个坐标系使得 q 。 = 0. 
定理为将拉格朗日方程组 （2) 在平銜位置 Q -0 附近线性_ 
化，只需将动能叫 （ q ) g , 屮代以其在 g = 0时之值 


1 * • 

" 2^2 Qh ^ii ~ 0 ) ， 

而将位能 t /( q ) 代以其二次部分 




2 


2厶‘， 々叩， 



a 2 U 

^ q^qi 




证 用典则变量 P , q 将拉格朗日方程组化为 （ 1 ) 那样的 形: 
状 * 



3 H 


争 


<1 = 


BH 


H (]> ， q) =T + U. 


因 p = 0 是平衡位置，右方在零处的泰勒级数展开式将由於 

与 g 的线性项 开始.又因右方是偏导数，这些线性项是由 H ( p , q ) 
展幵式的 二次项//，决 定的.但圮正是以 = 为拉 

朗曰 函数的力学系之哈密尔顿函数， 因为显然有 H 2 = r 2 ( p ) 

* .r 
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+ 因此线性化的运动方程正是定理 
中所说的以的拉格朗日方程 
组. □ 
例考虑一个自由度的力学系 



攀 


T = ~-a C <?) q \ U = 




令 9 = h 为稳定平衡位置， 


(:I)L 


aU 


= o 


t ? 


图 76 线性化 


>0 C 图 76). 


由相图可知，对接近于 <7 = h , 夕= 0的初值，解是周期; 


的，周期 


般说来，侬赖于 初值. 由以上两个定理可知 


系接近于平衡位置<7。的振动的周期^当振动的振幅減小时，趋向 
于极限1 > 。= 2 冗/ 0 。，（ 0 )。 2 = 6/0(，6二^>(^7/叫 2 ) |,.,。， a = a ( g 0 )). 

证对线性化方程组7\ = lag \ f / 2 - 去 V (取％ = £) ) •拉恪 

朗日方程组《==- G >^ Q 对任意初始振幅周期为^ > = 2 n / a > 0 : 

q - Cjcosa) 0 f + c 2 sina) 0 ^. CD 


E 小振动 

定义 线性化方程组 （夂 = 7\- L /,: 痛述的运动称为平衡 fit 
置 q = 的小振 动①. 在一维问题中，数 n 和 ©。 称为小振动的厨 


期和頻皁. 

何理求位于 弦^^ t / oo 上的质量为 
1 ) 的珠子在1的重力场中在 
平衡位置义(图 77) 附近的小振动的 
周期. 

摒我们有 



①若平衡位置是不稳定的，我们将会谈到“不稳定小振动”，尽管这些运动可雔 
并不*有振荡性质• … 


V 


4 
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U = mgy = t/(x), T = = 

令々为稳定平衡 位置： 0^//^0|, 。 *0| C» i u/9X^ u # >0, M 小振 
动的频率 o 由下式确定： 



因为对于线性化方程组 T % ^~^ q z 9 rfa^»= y^ a g*(9 = 5e-^o). 

拘强 证明珠子的任意运动而不仅是小振动都等价于一个拉格朗日函數为 
丄 -~ g 2 - y < g ) 的一维力学系的运动， 

提示取弦的长为 g . 



我们在这里要证明，正在作小振动的拉格朗日动力系统可以分解为《个 
一自由 度系统的直积 • 

、 

A 关于一对二次型的问题 

我们要更详细地讨论小振动 问题. 换言之，我们考虑一个动 

f b . t 

力系统，其中动能位能均为二次型, a 动能是正定二次型 • 



T = i G4q ， q) ， U= ~(5q,q),q€R%q€R\ 


为了求积拉格朗日方程组，我们将对坐标作特殊的 选择. 
从线性代数中知道，一对二次型0^，奶，0»«, «)若第一 


今是正定的，可以用线性变换同时化到主轴 ① t 



①如杲你愿意，也可以引入一个欧氏构造而以第一个二次型为其数置积，再用 
—个 变换把第二个二次型化到主轴，这个变换关于这个砍氏构造是正交的. 

，刪 • 



Q=Cg ， Q= (Oj, --^Qr.). 

此外， Q 还可以选得使成为平方和 (0, Q ). 如果 Q 是 
这样一个坐标 I 则因<5 = 0^，我们有 

ft 鶼 

^ t = 1 ^ i = 1 


人称为5关于 j 的固有值. 

问题证明 r 关于 w 的固有值满足特征方程 
(3) det \ B - XA \ = 0 , 

它的根因此都是实的（矩阵5对称而且/ >0). 
B 本征振动 


在坐标 Q 下，拉格朗日方程分解为《个独立的方程 
( 4 ) Qi — — AiOi. 


因此，我扪证鈕了以下的 I 

r h . ' . 

定理 一 个作小振动的动力系统是》个作小振动的一维动力糸统. 

: ■ . 


的直积， 

对于一维动力系统有三祌可能的埯况: 

^ ^ i ■* t ■ ^ : 

I ： * ^ _ 

第一种情况 t A= a) 2 > 0 j 解是 Q = C^cosof+ C 2 sinof (振动）. 


第二种情况 s A= 01 解是 Q = C ^ + C (中立平衡) • 

▼ 

第三种 情兄： A — — 為 0 多解是 Q = Cicoshh + C^smli 知 ( 不稳 ^ 

_ 、 • 


定). 

系设 （3) 有一个固有值为正 * 

A = co s > 0 . 则动力系统可作以下形状 
的小振动 

( 5 ) q(0 = (Cjcoscyf + C 2 sinct)0 



4是相应于乂的固有矢量（囷汀）： 图78本征振动 



B 皂 ： XAl 


这个振动是一维运动 Q = CjCOSCE )# + C 2 sino ) f 和平凡运动 
<?, = 0 C ;^0 的积. 

定义周期运动 （5) 称为动力系统 C 1) 的本征振动，数《称 
为本征频牟. ♦ 

注本征振动也称为主振动或标准模式.非正固有值； I 也相 
应有固有矢量；我们也把相应的运动称为“本征楨动”，尽管它们 
并不是周期的；相应的“本征频率”是纯虚的. 

拘题证明独立的实本征振动的数目等于位能 f (5 g ， q ) 的最大 
正定子空间的维数. 

现在可以把结果陈述如下： 

定理 动力系统 <1).有1 个本征振动，其方向关于由动能给出 
的数量积两两正交. 

% 

证由（2)，坐标系 Q 关于数量积 （^ q ， g ) 是正交 .的. □ 

C 分解为本征振动 
由以上定理即知 

系每个小振动都是本征振动的和 

本 ffi 振动的和一 般是非 周期的（回忆李萨茹图形1 >• 

. 为将一个运动分‘为本饵振动的和，只需把初始条件 q , 

^ 投影到本征方向上再 解出相 应的一维问瓤 （4). 

- 

因戒，动力系统（1>的拉格朗日方程组可以如下解出.先 
求形如 q = 的本征振动，把它们代人拉格朗日方程组 

1 

— (o % A)% = 0 


即得 


IU 


m 


_ 



由特征方程 （3) 可找到 n 个固有懷 4 = 相应于它们有〃个 

两两正交的固 有矢量 0时的 通解约 形状是 


n 

k- 1 


注这个结果当某些 A 为重固有值时也对， 

因此，在一个拉格朗日动力系统中，与一般的线性微分方程 
组不同，不出现形如的共振项，即使对重固有值也如 

此 • 

E 例子 

例】考虑重力场中的 两个全 同的数学摆，长为 h = 1=1，质量为 
叫 = m 2 = l ， 又设 £ f = l . 设将摆用无重量的弹簧连接起来，其长为悬挂 
点间的距离（图79)，用表示摆的倾角，这时对于小振动有 T = | ( gi 1 

+ 、 qh ， U : 4 -( V + % 2 + _ 7/)， 其中各 a ( n 2 ) 2 是弹簧的弹性位 


Qi ^ 




S.i ~_S z 
v 2 


則 





oooo 








Vr +2^ 


图 79 连接的全同摆 图 80 连接摆的抅形空间 
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Qi 


Qi + Q 


qz .^ Sx 9 


2 


于是两个二次型都化到了主轴. 

T = j- (Oi 2 +■ 0>), C/= © 2 2 Q 4 *) f 

= 1/^ = ^ 1 +25 (图 80) •所以两个本征振动如下（图 81): 

Q 2 = 0,即仏=1,两个摆以原有频串1作同相位的振动；弹簧不产 
生效应 • 




图81连接摆的本征振动 

2. 0 1 =0即 91 =-心：这两个摆作反相位的振动而频率由于弹簧的作， 
而变大为1 . 

现令弹簧 很软： 1，这时会发生一个有趣的效应， 称为能 f 的史 

换. 

例2 设在初始时刻前这两个摆都静止而只对其中之一给以初速& = V. 徙 
们要证明在一段时闻 r 以后这个摆会变得几乎静止而所有能量都到了另- 
个摆上. 

由初始条件知 Qi(0) = Q 2 (0> = 0 •所以， Q l = C^in/jfiiQa = C z sincot 9 
co = ^TTza ^ 1 + ada < 1 ). 但 O'CO) = (3 a (0) = 所以 

v/\/Yf Ci ^ v / ay ^/ Yf 而我们的解形状为 


9 i 


2 


(sin/ + - sin<»0> Qx 


V 


2 


Csint 


$ina?0 


但因《很小，所以 v( 1 - (l/o)>)siiu»f 很小，略去它， 


gi^—Xsint + sino>0 = vcoseisinco 



- siucoO - 

2 

CO — 1 CL t Ct> + 1 . 

e = - 2 - ^ " 2 ~^ — ^1. 

因为 《 很小，量 e ^ a / 2 也很小，所以 gfi 作频率为 G ) / ^ l 的振动而 
振幅 vcosst 缓慢地变化（图 82). 

在时间： T « n / 2 E ^ 7 t / a 以后，基本上只有第二个摆在振动；在 2T 时 
间后又只有第一个摆在振动，仿此以往（这叫做“拍”）（图 83) • 


St 



it 





图33拍 


树3 考 虑用弹 性位能 为^ «Cgx- q,f 的弹 簧连接起来的两个不同的 

1) 的本征振动 （图 •当0或 a+oo 时本征 

频率的性状如何？ 

我们有 


T = im j + tnj z z q z z ) s 
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u 


m 


l 


z 




2 


+ mj 


2^ Z 


<h 

2 


2 


a 

2 




因此（图 85)， 



图 84 连接的摆 






r 

0 I 


r 

-a 

A = 

. 0 

1 

mj^ j 


i 

l - a 

十 a . 


而特征方程的形状是 


mJx + a - Am 山 2 ， 

det B — ^A\ - det 

一 Of 


— a 

m 2 / 2 + a - km z l ^ 


亦即 


其中 


aA 2 -(6 0 +6 iOE)^ + (^0 + c i a ) - 0t 



6 0 = rn 1 l i m z l z (l l + l z ) b 1 = + mj^ 

c 0 = c { = mj^ mj^ 


这是 （ A 幻平面上的一个双曲线（图 86), 当 a +0 时（软弹黄)，费 
率趋于自由摆的频率/ ' l i , 4 );而当^时，有一个頻率趋于 
而另一个则趋于两个质量在同一杆上的摆（图 87) 的本征频率 a >_ : 




一 m 山 2 + m 山 2 


问届研究平面双摆的振动之本征频率 （图 88> . 
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. 图 S 6 



本 征旗率对弹簧硬度的 依赖性 




«7由无限硬弹# 连接 


的摆的极限情况 


nu 求平面上一个质点小振动轨迹的形状，此质点位于一个等边三角形 
内部，并用相同的弹簧连接在顶点上（图的>. 

解 这个力学系旋转120°后仍变成其自身.因此，所有方向都是本征 
方向，而两个本征频率相同： = + 所以，轨迹是椭圆 

(参照图20>- 



图88双摆 



图89有无 R 多本征振劫的力学系 


24 本征频率的性态 

a 

:我们在这里要证明关于力学系的本征频率在刚度增加并 且有约 束时的 
牲态的瑞利-柯朗特-菲舍 (Rayleigh-Courant-Fisher ) 定理 • 

A 刚度变化时本征频率的性态 

考虑一个作小振动的力学系，其动能位能为 

T = 2-Uq,q)>0 £/ = i(5q,q)>0 对一切 g, gV 0 • 




定义一个具有同样动能但有新的位能的力学系，如果对一 
切 Q 均有 CP = j ~( J 34， q )> j ~( Bq ， q ) ; U ， 称为刚 度更大 • 

我们希望弄清楚一个力学 i 当刚度增加时本征频率怎样变 

it. 

问题讨论一维情况. 

定理1 刚度增加时，所有本征頻率都墦加，即是说， 

是刚度较低的乃学糸之本征頻年，而… 
是刚度较大的力学系之本狂频牟，則^<0/, 

* I 

* ’ . ， ® n m 

这定理几意义很 简单. 不失一般性可设乂 = 五，即 考虑由 
动能 了 = 给出的欧氏构造.于是对每个力学系都 将有一 

个椭球 ，五： CBq f 分）=1和五’ ： C ^’ g ， q ) = l . 

很明 显有. 

引理1 若乃学系比以刚度更大，則相应的 椭球石 V 位于五 

内. 

很明显还有 

引理2 椭球的主半轴即本征频率之 倒数： 卟 = 1/4. 

所以定理1等价于以下的几何命 
题（图 90). 

定理2 若主半轴为 
的柿球包含主半轴为 … 

的椭球，而且二者的中心相同，则里 
面的補球主半 •轴 较小： 

a ^ a /, a 2 > a /, •“， “ 

例节 23 例3中连接两摆的弹簧刚度 a 增加时，萁位能也增加，由定理1， 

本征频率也 增加 ： dcoi /da> 0 . 

现在考嫌弹餐刚度的情况.在椴限倩况下,，两摆是刚性地连接而 



图90里面的棟球主半轴较小 



成为具有一个自由度的力学系；极限本征频率满足 

B 附加约束时本征频率的性态 

回到具有》个自由度的一般力学系， 弁令 T :*( q ’， q、，U = 

j ( Bq 9 q }( q € R n ) 为一力学系的动能和位能，这个力学系在作 
小振动. 

令 If ^ czir 是 R n 的一个 ( n - 1) 维子空间 C 图 9 1).考虑一 
个具有个自由度 （ qeR - 1 ) 的力学系，其动能和位能即 
r 和 f ； 在 R ”- 1 上的限制.我们说这个力学系是由原力学系附加线 
性约束而得的. 

令叫 …是原力学系的《个本征频率， 


6): … 

是具有约束的力学系的1个本征频率. 

定理3 具有约束的力学糸的本征频率分杨原力学系的本征频半 




图92頻率的分麻 

* 


CO I < Or—j ^ n—i € 0". 


由引理2,这个定理等价于以下 

的几何命题： 

定理4 考虑主半轴为 
的》维椭球五= { g : iBq 9 q ) = 1} 在 
过其中心的超平面 R " _1 上的截面•这 
个 n - 1 维棉球 一 即截面五’ 一 的主平 



柏分隔椭球五'的主半轴(图助 >* 图的截面的主半轴分两椭球的主半轴 
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C 固有值的极值性质 

定理 5 主半轴为的椭 球五 在饪意 彿子 空间 
上的截面之最小主半轴不大于 

a k = max min \\x\\ m 

(最大值在主半轴… > c / fe 所张的子空间上达到 ）• 

证①考虑主轴〜所张的子空间 R B —m . 其维数为 
n - k ^\ m 因此它与任意 R A 相交.令 X 为位于椭球 E 上的一个交 
点则<〜，因为： reR ”_ A +1 . 又因椭球 ^ flR * 的最小主半 
轴之长 IM ，/必不大于 □ 

定理 2 的证明里面的楠球的任一 &维截面之最小主半 

• ■ 

轴不大于以0五的最小半主轴.由定理5， 

a[ = max min \\x\\ ^max min Wi 

( R ^) * eR t n ^ / { R fr > » eR fc n 霣 

□ 

定理 4 的证明不等式«心可由定理 5 得出，因为在计算〜时 
是在一个更大的集上取最大值.为了证明<>^ +1 ，用任一 
k 七 1维子空间 R fc +1 去截 RH . 截面的维数大于或等于乂椭球 
E f n 的最小主半轴大千或等于丑 n 时寮小主半轴.由定 
理5, 

a h f ~ max min || x || ^max min || x || 

{R*e Rl1 ^ j»eR*n{ r* + i cr*} *eR ft + 1 n# # 

> max min li ^ II = a k^i. Q 

{R A + I CR n l 

4 

定理 1 至 3 可直接由上证得出. 


①想一想?《« A = 2的情形是有用的. 
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问题 证明若增加动能 而不减 少位能（例如加大已给 弹簧的 JK 
量），则每 个本征 频率均 减少. 

问題 证明欧氏空间的一个子空间上的 椭球在正交投 影到另一子空间上时 
所有 主半轴减小. 

问匾 设欧氏空间 R * 上的二次型 3( e ) 是参数 s 的连续可微函数.证弭 
每个本征频率均可微地侬赖于心求其 导数. . 

答令 h ， …，为 4(0) 的固有值.对每个重数为 A 的固有 值1 有一 
个子空间之固有值在0处的导数等于限制在 R ' 上的二次: 
型 5 = U . o 之固有值. 

特别是，若 WC 0) 之每个固有值均为单重的，则其导数等于矩阵 B 在 
AC 0 ) 之特征基底下的对角线元素. 

由这个问题 可得，当一 个二次型增加时，其固有值也上升.这样可 a 
得到定理1、2的新证明， 

问题 若钟上出现了裂纹，其音调怎样变化？ 


25参数共搌 

n 


若一力学系中的参数随时间作周期变化，则其平衡位置尽管对参数盼 
每一个固定值是稳定的，也可能不稳定.使我们能够荡秋千的就是这种不 
稳定性. 

A 参数随时间周期变化的动力系统 
例1 秋千：相应的数学摆长度随时间周期地 
变化:川 + T ) =/(0(图 94). 

例 2 在周期变化重力场（例如由于月球的潮 
汐作用）中的摆可由希尔 （ Hill ) 方程描述 t 图&4秋千 

(1) q = - Q) 2 Ct)q 9 a>(t + T) =o>(0. 

例 3 悬 挂在一点上的摆而该 点铅直 地周期振荡，也琦由 形吠細 
(1) 那样的方程来描述 • 
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对具有周期变化参数的力学系，其运动方程右 方是々 的周期 
函数.运动方程可化为具有周期右方的一阶常微分方程组 

( 2 ) x - fix 9 f ) 9 fix 9 t ¥ T ') - fix 9 0 9 x ^ R \ 

例如方程 （1) 可化为方程组 

0C 1 ~ ) 

( 3 ) } c» (f + 7 1 ) = (0 • 


B 在一周期时的映射 

回顾一下方程组 （2) 的一般性质 • 用 〆 , R "— R ” 记将一点 
: reR rt 变为方程组 （2) 的具有初始 条件炉 (0〉= a ： 的解9在 f 时 
刻之值， fxKO 的映射(图 95). 



图95 —周期时的映射 


映射 f 一 般并不成群， 


狗题证明 〆 当且仅当右方的^不含 （ 时才成 群. 

问题若 r 是 f 的周期，证明 〆 特別有 〆 
因此映射 Cgrr (« 为整数）成群 • 

映射 R* 以下会起重要作用，我们称它 为一周期时的 

缺射， 并记作 

A ： R"-^R n Ax(0) = x(T) 
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例方程组 


參 


參 


Xi - X 2 X t = Xi 

与4 



可以认为是具有任意周期 了的， 映射乂是一旋转或一双曲旋转（图96>， 



图96旋转和双曲旋转 

I 

定理 

1 . 点; r 0 为映射 /下的 不动点040：。==;^)当且仅当具有初始条 

] 

件 x (0) 二 X 。的解是周期： T 的周期解. 

2. 周期解 x ( t ) 为李雅普诺夫稳定（渐近 穩定〉 当且仅当映射 
/的不动点心为李雅普诺夫穗定（渐近穗定) ①， 

3 . 若方程组 （2) 是线性的，即 / Or , 0 = /( Ox 是 x 的铁性 

函数，则 d 是线性缺射. 

4 .若 （2) 是哈密尔顿方程纽，则 J 保持 沐积： det ^4 = 1. 

证（1)，（2)可由关系式，+• = 〆 /得出 .（3) 可由线性方 
程组的解之和仍为其解得出 • (4) 可由刘维尔定理得出 • □ 
我们将把这个定理用于对应方程 （1) 或方程组 （3) 的相 


①』的不动点 X 。是李雅普诺夫稳定（或渐近稳定） 是指： Ve >0 W >0 使茬 
| x—JCol <^ f 则对一切 rt , 0 < n < o °, \ A m x — A m X ^\ <c (或当 
时. A » x ~ A * x 0 ^ 0 ). 



平面到其自身的映射因为 （3) 是线性的哈密 


尔顿方程组 （ 


«¥〉，我们得出 


2 1 2 

系映射^是线性的而且保神面枳 ( det ^4 


1). 方程 （1) 的 


平凡解当且仅当3为稳定时才是稳定的. 

问题证明平面的旋转是稳定的映射，而双曲旋转是不稳定 

的. 

'C 将平面映到自身且保持面积的线性映射 

定理 令乂为平面到其自身的线性映射之矩阵而且保持面积 
( d 3 t ^= 1). 若 | tr 蚓 <2，映射」是稳定的，若 | tr 4>2 则 
Y 是不稳定的 （ tr 』 ==+ <3 22 ) • 

证令 U 2 为』的固有值.它们满足特征方程 A 2 -( td ) A + 1 
= 0，其系数是实的，而且 A + AftrW , A 1 - A 2 = det ^= 1. 
当 \ trA \ > 2时这个实二次方程的根; U , A 2 是实的，而当 | tr ^| 
< 2时是复共轭的 • 

. k 

在第一个情况下一个固有值绝对值大于1 ,另一个绝对值小 
^ 1 ;映射乂是双曲旋转从而是不稳定的（图 97), 



图97映射4的固有值 

在第二个情况下，固有值都在单位圆周上（图 97) , 

1 = /li • A 2 = Ai• = \ki\ a . 

峽射 J 等价千旋转角 a (这里 k U 2 ^ e ±ia ) y 即可通过适当选择平 
面坐标系而化为旋转.故为稳定的 * □ 
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这样，关于形状如 （1) 的方程之平 JL 解稳定性的每个问理 
都化为计箅矩阵4的迹的问题.不幸的是，只有在一些特殊情况 
下才能把迹显示地算出来.通过在区间0 上对方程作数 

值积分总可以近似地找到迹_在接近于常数这个重 要的情 
况下 • 一些一般的论证是有 助的. 

D 强稳定性 

宠义一线性哈密尔顿方程组的平凡解称为强穩定的，若不但它 
自己是稳定的，而且每一个充分接近的线性哈密尔顿方程组之平 
凡解也是稳定的•① 

由上面的两个定理即得 
系若 \ trA \<2 f 則平凡解是强穗定的 • 

H 若则相应于充分接近的方程组的映射也有 

\trA f \<2. □ 

现在将它应用于具有几乎常系数（系数只有微小 变化） 的方 

巷组.例如考虑方程 

•• 

(4 > X - - co 2 (l + ea (0)5 f » 

其中 c 0 + 2 jt ) = a ( f ), 例如， a (0 = cos ^ (图 98) (这是一个 
摆，其频率在 a > 附近作振幅很小而周期为2冗的振动) .© 

我们把每一个 （4) 这样的方程组隹参数 e ， o >>0 的平面上 
之一点来 表示. 很清楚，具有 | tr 4 < 2的稳定方程组构成 （ a >, 
平面上的一个 开集； 具有 | tr ^| >2的不稳定方程组亦然 
又图 99). 


①两个具有周期系数的线性方程组 a ： t =5 2 (0； r 的距离定又为箅子 
A ⑴和之距离对 f 的最大值. 

V © 时，方程 （ 4 ) 称为 马蒂厄 ( Mathieu ) 方程 
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• '• • r . • ' r . ' ■ i-- - 

图 98 W 时频率{^好 fgj 的金 ffl 99 参数耜振带， 

' - : - 

. V * ► 4 

' 1 ' w \ ^ 

稳定性区域边界的方程是 ItrdI = 2 # > 

H . * m - 

定理 < o 抽上所有的点，除整敷与半整教似=>/2,為 f = 0, 1，2 … 

_ • 4 ： V 

外，都对应于强穗定方 4). 

所以不轉淀方程缉只 有_玛=^/?舞 趋近《轴.换言之， 
通过使长度作周期性的小变化来荡秋千只有在长度变化的周期接 
近于半整數个本征振动周期肘才可能——人们对这 伟事早 就有了 
经验了. r , 

以上定理的证明基于这样一件事：当《 = 0时，方程（4> 
具有常系数因此显然可解. _ 

问题对于方程〈 4 ) 当 ie == 0时在厨期 r = 2^ r 处计算变换 A(fy 

• . . 

矩阵，以欠和；为棊底 • } 

解法通解是 

■ 

x^cxcoscot + c z sino}f m 
具有初始条件欠=1，0的解是 

sc - coscof, -a)sinof # 

具有初始条件 x = 0, i = 1的解是 

1 . • 

—slnot, x = cosayf^ 



答 


cos 2兀 a ) 


丄 sin 2^co 




A = 


—0 sin 2 jta > cos 2 : 0 ) 


* 


因輯，若《关$/ 2 箅二 o ， i ， 

而由前窠理之系 W 得定理之证. 


|tr j4 |. ^ |2c*os 2^] < 2 


经过吏仔细的分析①可证 ，一 般说來（包括 ） = cosf 在 


内），不稳定区域（图99上之阴影区域）事实上只能在 = 

灸=1，2,…处接近 o > 轴， 

a 

这样，当6)；^/2，^1,2^.肘理毽軼芊弋4)的最抿平衡 


位置是不稳定的，对其长度作周期性的任 t 小变化就能使它荡起 

4 « 

来.这个现象叫参数共振.它的一个特征性质是，当参数 v (在方 
程 （4) 中 v = 1) 变化的窥率二蓓¥本征频率时共振最强. 

注理论上说，可以在无穷多个情况下厂 m Wv - k /2 9 
1, 2 , …观察 到参数 共振. 但在实践上,_禽只农條 小时; 才 
觉观察到 ( k : l ， 2, k = 3 时就少见了）.其理由 如次： 

1. 对千大的 t 不稳定区域在一个很窄的“舍 头，， 上趋向 o 


轴，共振频率必须适合很严的界限（对 （4) 中光滑的 ciO ), 


2 . 因为 \UA\ - 2很小而固有值对大$ A 又很接近于1 ,所以 
不稳定性本身就很弱_ ； 

3. 只要有任意小的摩擦，则振幅 
必须达到某个最小值参数共振 
才会开始（若 e 小于它，振动将会 
衰减至0 ) .当6增加 时，々 迅速增 I 



加（图 100). 


图100摩擦对参数共振的影响 


①例如参看下面分析的问题. 
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我们也要注意，对于方程 ^4), %的大小在不稳定情况下 
会无限增大. 

在实在的力学系中，振动只能达到有 m 振幅，因为 对大綠 
线性方程 （4) 丰身已失去作用，必须考虑非线性效应 • 

求以下方程所描述的力学系在化，0)平面上的不稳定区域 - 

" (co + e 0 <(0 

x = — 尸⑴义 /(/) = A v e《l /(f +2 戍） 二 /(0 二 

( co- e <2rr 

解由前一 个问題之解知 / =3^^，其中 


c 


丄 


(0 




A h 


<o h S 


廉 


c 


* 


C ^ ~ COS 冗 6? j , S h ^ SlflJf <SJ j , & 2 55 ® 士 • 


因此，不稳定区域的备界方程为 


( 6 ) 


|tM| = \2c t c x 


a > 


co 


a > 


i 


G> 


~) s i s i I = 2 • 


因 《《 i , 我们有 


6) + g 

o> — e 


1. 引入记号 


CO 


1 


CO 


= 2(1 + A ), 




于是，容易算出 A W (2 右 V « 2 )+0( S 4 K <1 •利 _ 关系式 2<^ 2 = cos 2 mr 
+ cos 2 jra? f 25 i ^ 2 = cos 2 ?re - cos 2 jt ^ 可将方程 <5 ) 重写为 


亦即 

(6a) 


— Acos2^e + (2 + Aj cos2jto) = 土 2, 


co $2^ r <» 


2 + Acos2^g 

2 +~K 


< 66 ) 
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cosZ^oy 


- 2 + Acos 2 ?rfi 
2 + A 




在第一个情况下 cos 2 jtco ^ l m 因此 我们令 

0 ?二灸十 G ， (G[《l COS2JT0) = cos2ira 2^ 2 a 2 + 0{a 4 )^ 

我们可将方程 （6 a ) 重写为 

cos2^a> = 1 - *2~^0 - cos2^rO 

故有 2? r z a z + O ( a 4 ) = Ajt 2 £ x -f 0(« 4 ). 

以4 = C 2« Vo l ) +0(0) 代入上式，我们得到 

C=s± ^ +a<e4) » 即① = 条士| _0^. c 

方程 WW 可以类似解出^结采是 





图皿 /抑±,时的参数共振区域 图 102 具有振动悬 挂点的 飼立摆 

E 具有铅直振动的*挂点的倒立摆的稳定性 

问题一个摆的最高平衡位置通常是不稳定的，若悬挂点在铅直 
方向上振动，能否变得稳定（图 102)? 

令摆长为/，悬挂点振动之振幅 a « J 9 悬挂点振动周期为 2 r , 
再设在每一个半周期中悬挂点的加速度为常数 ± c (于是^ = 8 a / 

O •结果是若悬挂点振动足够快 ( T « 1)，最髙的平衡位置变成稼 
定的. 
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解运动方程可以写成^ = ( 0 > a ± c/ 2 )x (每过了一段时间 r ， 符号就变一 
欢）•其中 二 g/u d z ” fL 若 悬挂点 振动足够快，则#：> w ( cf 2 = 8 a // r 2 ) # 

, I 

• • .. 

和上題」样， A ^ A Z A U 其中 


A 


ch^r 


k 


shkr 




cosier 


D 


sin^r 


\ kshkr Qhkr ) 


fe 2 -£/ 2 >0 >S 


Qsin^r oosQr 


D 1 ^ c/ 2 - G)\ 


于是稳定性条件 \ trA \ < 2 现在成为 


<7> 


k 


\ 2 ohktcosQr + C ^ 


Q 


k 


Osh ^ rsiaO 蛛 < 2 • 


我们将证明，若愚挂点振动充分快，即若则此条件是满足的.引 
人无量纲变量 


^1, 


9 


〆 《!• 


于足 


hr ^ 2v/ 2 £\/ If 十 Qr - 2\/ 2 e\/ 1 — 


k Q 


Q 








" Vtt ^ = 2/i2+0 


因此，对于小的 6 和 U 我们有以下的展开式，而误差为0 ( e 4 + M 4 ) , 


chfer = 1 十 4fi 2 (l + " 2 ) + -|-e 4 + 


cosQr = 1 - 4 e 2 ( 1 — 〆 ） +了 + 


«争 


b O 

jj - - — ) sli ^ rsiii J Dr = 16 e 2 / i 2 + *** 


汙是稳定性条件 （7) 的形状成为 
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2(1 - l _6 e 4 + + 8 e a 〆 + •••) 十 16 e */ z *<2. :■，. 

■ 

略去高阶琐即傳 | l 6 s 4 >32« V s , 即/务 e ， 亦即这个条: 
件可以重写为 

^ ，-. 

• i 

N> ^r 4 C0 ^ ^°- 22G>J r^ (^ 4 ^ 0 - 22 )- 厂一 

. I 

嘟 

. ' ■• . • 

• • 

S 

这里 」v = 1/21：是悬挂点在一个单位时间里的振动 次数. 例如若摆长/为 


20 cm , 悬桂点的振幅为 、 lcm , 则 


N>0.22^ 


980 

~20 


2 Q %31( 次/ 秒), 


例如，若悬挂点的振动频率大于每紗50次，则摆的最髙位置惠稳定: 

.，■ ... 土、 :; ' ' 、… . 

• , 

4 t 

第六章刚 体 


在本章中我们要研究一些很特殊的力学问題/这些问题传统 
地包含在经典力学课程中，首先是因为它们是由'欧拉和拉格朗日 
解决的，也是因为我们生活在三维欧氏空间中，所以我们会遇到 
的具有有限良由度的力学系，绝大多数是-_体组成的. 

r 


26 在动参考系中的运动 

我们将在本节中定义角速度 } 

A 动参考系 

考虑在坐际系 Q ， ，中以拉格朗日函数描述的运 
动.换到一个动参考系（坐标系 ） Q = QCq , 0 时常是有用的. 
为了在动参考系中写出运动方程，只需在新坐榇系中写出拉- 
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袼朗日函数即可. 

定理若拉格朗日方程的轨道 = 在 

dt 、 0q ag 

局部坐标糸 Q ，* 中写成 v:Q = ®(0 (Q = Q («，0), 則函歎 
适合拉格朗日方程 rf (^//^^)/* = aLVaQ ， 这里 I /( Q ，QyO 

Qff ). • 

证轨道 V 是驻定曲线： 3 f LCq , q , O * = 0. 所以 I /( Q ， 

養 J r J y 

七， o 山 = o 而® (o 适合决定的拉格朗日 方程. □ 

B 运动，旋转和平动 

我们待别要考虑 g 是一点相对于一个惯性系& (称为恒定 
糸）的笛卡尔动径矢董，而 Q 是同一点相对于一个动坐标系忙的 
笛卡尔动径矢董这一重要情况. 

定义设 * 和疋是有向欧氏空间 • 尺相对于 A 的运动就是一个光 

滑依赖千 （ 的映射： 

D “ K+k 

屯保持度置和定向 0103). 

定义运动称为旄转若它将尺之原点变为 A 之原点，即 D •为 
线性算子* 

定理每个运动均可咏一地写为一个旋转丑《 和一个平移 

€ tl 之 组合： 

■ D * ~ CtB it 

这里 C ,q = g + r (0 ， （ q ， r € ft ) • 

证令 y (0 = AO , 凡 sCr 1 几，则反 0 = □ 

定义运动称为平动，若相应的映射虱:尺 — 々不依赖于时间： 
Bi = 5 0 = S , AQ-BQ + r (0. 

r , 

我们将 称&为 恒定参考系，咒为动参考系， 9(0 为一点相 

4 

对于恒定参考系的动径矢量，若 


_ 
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(1) qCO ^ D t Q(0 = S,Q(0 + r(0 

(图 104)， 则 Q (0 称为该点相对运动参考系的动径矢量. 




图103运动分解为 旋转昃 
和平移之积 



0(0 



图 ioi —点相对于恒定参考系 
( q ) 和动参考系 ( Q ) 的动径矢董 


注意 不要把与尺混为一谈，它们位于不 
同的空间中1 
c 速填的相加 

现在我们将把“绝对速度” &用相 对运动 Q ⑺及参考系的: 
运动乃，表示出来.在 （ n 中对 f 求导即得速度相加的公式 

(2 ) q = BQ 4- 5Q +r. 

为了弄清楚 （2) 中三项的含意，我们考虑以下的特殊情况. 


平动情:兄 (B - 0) 

这时式 （2) 给出换言之我们证明了 
定理 若动坐标系夂对々作平动，则绝对速度等于相对速度与坐^ 
标系 AT 的运动速度 之和： 

( 3 ) V = 

v ^ qek 为绝对速度， 

V ’ = fiQ € &为相对速度（与 不同1>， 

% = f 是动坐标系的运动 速度. 
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D 角速度 

c 

在 K 作旋转时，相对与绝对速度的关系就不这么简单了.先 
考虑此点在尺中静止（即<5=0)而尺旋转（即的情况 • 
这时点的运动称 为牵遂旋转. 

例具有固定角速度的旋转. 令 [fcth k ^ k 为空 mk 绕 C ) 
轴转过一个角 !<^| t . 贝 IJBO ) = t / Cf )_ B (0) 称为 AT 具角速度 CJ 
勻角速旋转. w 

显然，这时点 q 的牵连运动可由以下公 、 o 
式给出（图 105): 

«=[>，qL L 

现在转到尺作斿转 ( r =0, Q =0) 的一 I 


般情况_ 


图105角速度 


定理在每一时刻 f 均有一失量使牵连速度可由以下 
公式給出 


(4 ) V qG^ 

矢量 Ci > 称为瞬时角速度；显然它由 （4) 式唯一地决定. 

- - . 

系设 刚体尺 绕空间&中一个恒定点0 爽转. 在每一时刻均有一 
瞬时旋转轴——即该刚体中一过0的直线而在该时刻此线上各点 
的速度为 0. 其它各点的速度均垂直 于此直 线且与该点到此直线 
的距离成正比， 

灸中的瞬时旋转轴由矢量 o 决定； 在尺中相应的矢量记作 
:£2称为刚体中的角連度夫量. 

倒地球的角速度自地心指向北极 * 大小为2冗/3600 x 24 sec _1 w 7.3 X 
:l(T e sec' 

宠理的证明由 （2) 有、 


« = BQ. 


m 


因# k ， 若表出， 4^# q - BB~ l q = Aq , 其中 ，4 二 BB - 1 : 

是々上的线性算子. 

引理1 算子 j 是反对 称的： A 1 A - 0 . 

证因为艮尺 — A 是从一个欧氏空间到另一个的正交算子， 其转 
置即 其逆： BU . 将关系式 5 5* = 丘对 时间 求导， 

有 

B BB^O 即羞万-丄十（分召- 1 )…。. □ 

引理2 三维有向敗氏空间、中的每一个反对称算■子都是与某一固: 
定矢量之矢量初： 

dq = [ o ， q ]， 对一切 q € R 3 . 

证由 R 3 到 R 3 的所有反对称算子构成一个线性 空间. 它的维数 
为 3，因为3 x 3反对称矩阵可由其主对角线下方的三个元素决 

定* 

与固定矢量 o 作矢量积也是线性反对称算子.所以，所有 
的乘以一切矢量《的矢量积的这些算子构成反对称算子空间的一 
个线性子空间. 

这个子空间的维数也是3 • 所以矢 i 积子空间即一切反对称 

n. 


算子之空间. 

定理的证明之完成由引理 1 与 2 

□ 

• 

q = 

□ 


在笛卡尔坐标中算子 d 可用反对称矩阵来表示，其元素记作 ： 


i Oj ， 2, S: 



用此记号则矢量 W - t - + 是对应于固有值0的固 

* ^ ^ 


有 矢量. 将 J 作用到矢量 + + g 而上，经直接计算 

可得 

Aq ^ [ w » q ], 

E 牵连速度 

纯旋转运动的情况 

今设坐标系 K 旋转 （ r =0), 而一点在尺中运动 （ d #0) •由 
(2) 可得（图 106) 

春鲁 • 

q= BQ 七 B Q = L<o 9 q]^v\ 

换言之，我们证明了 
定理若动坐标系冗对 oe 办作族:转，则 
绝对速度等于相对速度与牵连速度之 

和： 

” = t ?/ 十 v n ， o 

这里 

* 

v= qek 是绝对速度 图 106 速度的相加 

v = 是相对速度， 

■ S 4 

• . • . 

fe 

是旋转的牵连 速度. 

最后，一般情况可以化为上述的两个情况，只要我们取一个辅 
助的参考系它对作平移而尤对它绕0 6/^旋转.由公式 
(2) 可见 

V =t? / J tV n ^Vo f 

其中 

r = 是绝对速度， 

是相对速度， ^ 

L = bQ = [ o >， g - r ]€ A 是旋转牵连速度， 

- )30 • 




而 


v Q = rek 是动参考系的运动 速度. 

问题证明刚体的角速度不依赖于刚体内动坐标系原点的选 

取. 

问题证明刚体最一般的运动是螺旋运动，即由绕某轴旋 转角沪 
并沿此轴平移 A 合成. 

问睡桌面上有一块表，求表针 （ a ) 相对于地， (6) 相对于一个惯性参 
考系的角速度. 

提示现有三个坐标系& 与尺 ” 因为 

CJS -I- j4 L t + •••) + j4 t t + •..) = £ + (A l + -1- 

所以 / C , 对的角速度等于对趵角速度加上尺 2 对的角速度_ . 

27憤性力与科里奥利力 

m 

在非 憤栓系 中的运动方程与在惯性系中的运动方程相差一项称为惯性 
力.这使我们能用实验觉察出一个参考系 （ 例如地球的 自转〉 之非惯性系性 

St 

A 平移运动的参考系 

定理在一个对惯性系 A 作平移的参考系咒中，力学系的运动有 
如在一憤性糸中运动一样，不过每个质量为饥的质点都得到一 
个附加的慣性力 ”： Ft - mr ， f 是参考系尺的加速度 • 

证 = Q - t *(0 » 則 = 参考系 K 平移的效果归 

结为出现了一个外加的均匀的力场-饥 W , IV 是 K 的原点对的 

加速度 • □ 

供1 火箭在起飞时得到一个向上的加速度（图 107) •因此连接在火箭上的 
参考系 K 不是惯性系，火箭内的观察者例如可用一个挂了重物的弹簧来探 
铡出力场 mW 的存在并惫出惯性力.这时，惯性力称为超重 • 

倜2 人从阁楼上眺下时有一向下的加速度仏因此损性力与重力之 

• T31 • 



和为零；挂了重物的弹簧表明这时任何物体的重量为 
零，这个状态称为失重.完全同样，在卫星的自由弹 
道飞行中也能看到朱重现象，因为惯性力与地球重力 
抵消. 

例3 若摆的悬桂点的加速度为 W ( f )， 则摆的运动 
好象重力 fif 是变动的，即为 g - TV ( o , 

B 旋转的参考系 图107超重 

若凡: 尺― A 是参考系尺对于恒定参考系 A 的旋转.用 Q CO 
€允 记动点在动参考系中的动径矢量， qco - 凡 <2(0 为它 
在恒定参考系的动径矢量，和节 26 —样，用记动参考 f 中的角 

速度矢量.我们假设点 g 在々中的运动服从牛顿方程 m q = / cq , 

• . 

Q ). 

定理 在旋转参考系中的运动有如在慣性系中的运动 一样， 但对 
每个质量为爪的动点有三个外加的惯性力： 

1. 炎转惯 性力: 

■ 

2 . 科里奥利 （ Coriolis ) 力： Q ] ， 

3 • 离心力：, C £2 , Q ]]. ■ ：v . 

于是有 . 

. . L " ^ 

■ 

wQ = fw [0， Q ]. - [公， Q 1 — 讲 [^2,[ O , Q ]]. 

■ 

V ■ * 

这里 ，、 

* 

、： .. 
t 

BFCQ 9 Q)=/C5Q, (5Q)>. 

第一个惯性力只有在 非每速 旋转中才能观 察到. 第二、三个、 
甚至在匀速转动时也会出现. 

离心力（图 108) 总是指向瞬时转动轴 Q 外方；大小为 
IA Pr , r 是到轴的 距离. 这个力不依赖于相对运动的速度 ，它 



//|\\ 


• 132 


m 



g 至作用在静止于参考中的物体上. 

科里奥利力侬赖于在北半球，它 
度沿地面运动的每个物体向右偏转，使落 
体向东偏转. 

定理的证明我们要注意对任意矢量 
xei < 有 bxm X ], 事实上，由 o 

节26，二 [ a >， r ] = [ BQ , •它应 图 kb 离心測生力 

该等于 i ?[ Q , X ]， 因为算子 B 保持度量与定向不变，因此也保 

持矢量积， • • • • 

因为分= BQ 我们有兑 ~ BQ BQ 二 B (Q + [^2, Q ]) •再 

微分一次，我们得到 

q = BCQ + L«,Q]) -h 5 (Q + + C«»Q]) 

= 5([^,(Q + C«,Q])]+Q+- Cfl,Ql+l ： ^,Q3) 

= 5( Q - H 2 Cf 2, Q ]- i - C ^,[ Q , QD ] VCQ , Q ：). 口 

(我们又用了一次关系式 Sx = 5 [ Q , X ], 这一次取 

X 二 合 + [Q,Q]). 

我们要更仔细地考察一下地球的自转对实验室中的实验的影响.因地 
球的自转实际上是匀速的，可取 d = 在赤道上离心力最大为 cV/p 

M (7 j x icr e ) 2 x 6.4 X 10*79. 重量的 3/1000. ^实验室范围内它几乎 
不变，要想观察到它就必须走一个相当大的距离.所以，在实验室范楫内 
地球的自转只以科里奥利力的形式出现：在与地球相连接的参考系中，我 
们有相当精确的关系式 

= mg + 2m[Q, Qj 

(离心力已算在 g 中）. _ 

供1 一个石块落入（无 初速〉 与列宁格勒同纬度的 250 m 深的矿弁中.它 
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将偏离铅直线多少？ 

我们可以用下面的办法来求解方程 

Q^g + 2rQ,^： 

而令< 1 ,令（图 199) 

Q = Qx + Q 2 , 

Q,(0) - Q £ (o) = o 而 a = Qi (o) + gt 2 / 2 . 于是对于9 2 我们有 

Q2-2Lgt 9 Ql + Q(Q z ), 

f 

Qz ^^- Cg , Q ], h = ^ gt \ 

由此易见石块的落点将偏东 

of o # 7 1 

lh| 1Q| cosA«^—250.7*l(Th— 勿 4cm. 

3 3 a 

问蒯在列宁格勒铅直向上发射导弹到一公里高度，科里奥利力将使 它落+ 
回到离发射场多么远处？ 

例2 (傅科 (Foucault) 摆)， 考虑理 想摆的小振动并计入科里奥利力. 
令 e*，e, 与 e* 为与地球相连的坐标系的轴， e, 向上，6与 e, 在水平面 
上（图 110) •在小振动近似范围内，‘= 0( 与比较)，所以科里奥利力的. 



图109下落的石块被料里奥利力偏转 图110研究傅科摆运动的坐标系 

水平分贵是 ~ 2 m xQ s e 9m 由此可得运动方程为 

(x = - <d 2 x -t- 2yS2 M (<Q 羼二 sinA 。， A 0 为讳度） 

1 .. • * 

\ y = - m i y -ZxQ % 
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若令 x + = 则 x 十 j * = j *)’， 丄面的两个方程可以化 

为一个釭方程 

» • 争 

〆 w ^ 2%Q * tv + g> % w - 0. 

求解，令 = ，又 4 十 2*_ D , A + o > 2 =0， A = - iQ , ± is / Q 1 . +仍\但0/《 

仿 2 •所以\/^« + co a =cu + 0( D 2 *)， 略去 D 2 ! 即辟 

— %Q x ± icx), 

而以相同的精密度有 

w = e~ ia * , {c 1 e i 十 c a e ~ iwf ), 

0 时即得通常球面摆的谐振动.我们看到 
科里奧利力的效应归结为整个图象以角速度旋图 U 1 傅科摆的轨迩 
转，这里1^1 sinAo . ， 

特别是，若初始条件相应于平面运动 CyCO ) = K 0) = 0), 振动平面将 
以角速度 - 相对于地球参考系旋转. 

在两槔，搌动平面毎24小时转一周（而相对于不随地球旋转的参考系 
则是不动的）.在莫斯科的纬度 (56°) 上，振动平面每24小时转 0.83 周， 即每 
小时转 12.5°. * 

问題 河的流速为 3 lcm / hr . 河流弯曲的曲率半 径应肴 多大，地球自转的 
科里奧利力才能大于河流的离心力？ 

答对于中等宽度的河流曲率半径至少是 lOfcm 的数置级. 

这个问®的解答解释了为什么北半球的大河(例如伏尔加河中游> 会捧 
刷其右岸，而以小半径急转的河流如莫斯科河会冲刷在河曲外侧的一岸 • 

. 28 明体 

• • 

我们将在本节中定义刚体及其惯鼉张量、 惯* 椭球、愤董矩与慣釐主 

轴. 

A 明体的构形流形 

定义 m 体是受到一个完整约束的质点组，这绚束就是质点组内 
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各点的距离不变： 

( 1 ) ]^?{ 一 3?j| = t ij — const. 

定理刚体的构形流形是一个6维 流形： R 3 x 50 C 3) (即3维 
空间 R 3 及其旋转群 5*0( 3) 之直积），但要设刚体中有三点不在 


一直线上， 


证设 A ， x 2 , r 3 是刚体中不在一直线上的 三点. 考虑一个右 
手标准正交标架，第一个矢量的方向是第二个则在 


: r ! x s 平面上与 x 3 同側（图 112). 由 =Tu 


1， 


2,3) 可知，刚体内各点的位置完全由; or 2 ， ar 3 的位置 
决定，而后者又由标架的位置决定.最后 R 3 中的标架的空间是 
R 3 x 5^(3), 因为每一个标架都可以从 

一个固定标架由旋转和平移而得 S ). 

MM 求所有点均在一直线上的刚体的构形流 

形， 

答 R* x S*. • 



定义具有固定点 O 的刚体是一质点组， 

它除受条件 C 1 >的约束外，还受条件 图112刚体的构形淹形 

t 

^ = 0的约束 • 

显然，它的构形流形是三维旋转群 SO (3) * 

B 守恒律 


考虑一个自由刚体在其惯性下的运动，而没有外力场 • 可以 
用 空间船的滚动作为（近似的）例子. 

这个质点组容许一切平动：这不会改变拉格朗日 函数. 由诺 
特定理，应存在三个首次积分 t 即动量矢量的三个分量*所以我 

H S 

• P* T ^ 


①严格说来，刚体的构形空间是 R * xO (3), R * XSO (3) 只襄这个流形的两 
个连通分貴之一 t 这两个分量对&于前体的两种定向 • 

•* , 
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们证得] 


定理在刚休的自由运动中，其质心作匀速直线运动. 

现在我们可以考虑一个惯性参考系使得质量中心在其中是恒 
定的.这时我们有 


系自由剐体缆其质心旋转好象质心固定在一个恒定的点 o . 

这样，问题化成了一个具有三个自由度的问题，即刚体绕固; 
定点0运动的问题.我们将更样细地讨论这个问题（不必设0为: 
刚体质心）. 


拉格吲日函数容许一切绕 o 的旋转.由诺特定理存在三个枏 
应的首次 积分： 角动量矢量的三个分量.质点组的总能量五= 了 
，也守恒（这里它等于动能）.因此，我们证明了 
定理 在刚体绕但定点0运动的问题中，若无外为，必有四个骨 
次考只分 ： Af iV / y ， A / V 和 


由此可以不需计算即得一些定性的结论. 

刚体的位置和速度由6维流形: TSOQ )—— 构形流形 S 0(3> 
的切丛上之一点决定•首次积分 M *， 财卩, M •和龙是: TSO ( S ) 
上的四个函数4可以验证，’;在“般憒况冗谓]刚体没有任何特殊: 

对称性时)，可证明这四个函数是独立的.因此这四个方涯 

M , = C 19 My-C 29 M m = C S9 B = 0 


定义了 6 维流形 7\ SO (3) 的一个 2 维子流形 


这个子流形是不变的：若运动 的初始 条件给出了 r , 上一 
点，则在整个运动时间 内，： TS 0 C 3) 中相应于刚体位置和速变 
的点总在厂 # 上. 



图113 2维紧连通可定询流形 


* T17 ^ 




因此厂，容许一个切矢量场（即 75*0(3) 上运动的速度场）； 
对于 C 4 >0, 这个场不会有奇点.此外，容易验证为紧的 
(用 E) 以及可定向的（因 TS0(3) 可定向）.① 

在拓扑学中证明了，只有带有个柄的球面是连通 
的可定向紧2维流形（图 113) • 其中又只有环面 （〃=1) 才具 
有无奇点的切矢量场.所以不变流形厂，是一个（或几个 ） 2维 

我们以后会看到可以在此环面上取角坐标<^， ^(mod 2 jt ) 
使由7•上一点表示的运动是由方 程组乂 = A(c)， <Pz-o> z Cc ) 给 
: 出的. 

换言之，刚体的旋转可用两个一般具有不同周期的周期运动 
查加而成：若频率叫与叫不可通约，刚体就永不会回到療来的 
运动状况.频率 叫的 大小依赖于初始条件 G 

惯置算子@ 

现在我们进到定量的理论井且引入以下记号，令&为一恒定 
嗓标系，尺为随刚体绕定点0旋转的坐标系 t 在尺中刚体是静止 
傲.尺中的每个矢量均由算子 B 送到 A 中. 尤和 fc 中的相应矢量 
将用相同的字母表示,尺 中的用 写字母， A 中的用 小写. 
洇此例如有（图 114) 


® 以下的论断都容易证明： 

1. 令 / i , •••， /* : 为可定向流形 Af 上的函 数. 考虑由方程 ，…， /* = 

g 给出的集 r . 设广， …， f k 的梯度在各点均线性无关，则厂可定向. 

2. 可定向流形的直积可 定向. 

3. '切丛 TSOC3) 是直积 R s X50(3). 切丛为直积的流形称为可平行化.群 
50(3 )( 和一切李群 一样）是可平行化的. 

4. 可平行化流形是可定向的. 

由 1 — 4 可知， 50(3), : rs *0(3) 和 都是可定向的. 

© 时常称为惯 量张置一英译本注. 
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qe 6 是一点在空间中的动径矢量； 

是该点在刚体中的动径矢 fi , 

q = bq , 

v = q € 為是一点在空间中的速度矢量} 
vex 是刚体中的同一矢量 v = 

切€ A 是空间中的角速度; 

Q & K 是刚体中的角速度 ， w = BQ } 图 114 刚体中一点在空间中的动径 
mek 是空间中的角动量； 矢量、速度矢量、角速度和角动置. 

是刚体中的角动量 ， m = 5 M . 

因 算子尽 6 保持度量和定向，它也保持数量积和矢量 

积. 

由角速度的定义(节 26 ), 

t ? = Co >, q ]. 

由质量 为仿的 质点对 O 点之角动量之定义， 

m = Zq 9 mvj = mCq, 

• j_ 

惭以 

I 

: S 此，必存在一个变 o 为 M 的线性算子 

j4.t K~^K A.S3 = JM. 

这个算子仍依赖于刚体中的点 ( Q ) 及其质量 OO * 

引理算子 J 是对称的入 

证由于 ([ cp , W ， c ) = ([ 0 ，<«，&),故对/^中任意叉与卩有 
(^X,Y) = m([Q,CX,QD],Y)= m([Y ， Q] ， [X ， Q]). 

最后一式对 X 和 Y 是对称的. □ 

将上式中的 X 和 Y 均代以角速度矢量公，并且注意到 
IS 2 9 QT ^ V ^ = v \ 我们得到 

M 刚体中一点的动能是角速度矢量 O 的二次型，即有： 
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对称算子 d 称为点 Q 的惯量算子（惯量张量）. 

若刚体由许 y 多质量为叫的点 Qi 构成，求和后即得 
定理刚体对恒 '定点 0的角动量 M 线性地依赖于角速度£2，即 c 
一线性算子尺— A ：， A ^ = M . 算子』是对称的. 

刚体的幼能是角速度的二次型 

T = = ~(M,S2). 

证由定义，刚体的角动量等于各点角动量之和 .• 

肌 • = 乂 O = jD ， A ~ T ^, Ai . 

s % % 

因为由引理每点的惯量算子 4; 都是对称的，故算子^也是 
对称的.由定义可得动能为 . 

(M ， Q ) 幺 y ( j£2,Q). 

* p » 

□ 

D 主轴 

d 和一切对称算子一样有三个正交的本征方向.令仏 ，仏， 
为其上之单位矢量， A, J v 心为其固 有值. 以灼为基: 
底时，惯量算子和动能的形状特别 简单： 

i ^ I 

T = + I t Q\ +/ 3 ^J). 

轴 A 称为刚体在 O 点的主轴. 

最后，若 A , / 2 与/ 3 不全相异，則轴仏不能唯一决定 • 我 
们将进一步弄清固有值和/ 3 的意义. 


T - Y^.Ti= 


= 舍 
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定理对固定在0点的刚体之旋转，若它对 e 轴之角速度为 
£2 = Qe (Q = 则动能为 

• P 

T = —/.= X ] m i r ^ 

i 

Yi 是第 * •点到 e 轴的距离（图 115). 

证由定义 r = 但1认| 所以， 

琴 

麝 

Q \ □ 

数人依赖于旋转轴 i2 在刚体中的方向 e . 

定义/•称为刚体对 e 轴的惯量矩（转动惯量 > y 

L = Yl m i r i 2 * 


比较 T 的两个表达式即得 

系惯量算子乂的固有值/,即刚体关于主轴 a 的惯量矩. 

-E 憤置椭球 

为了研究惯量矩八对刚体中 e 轴方向的依赖性，考虑矢量 
e!V~T 7 , 其中 e 遍取单位球面上的矢量. 


定理失量 e / 〆 /•构成 A ： 中的一个椭球. 


若£2 = e /\/ ,则二淡型7 =吾（_/4£2，£2) = |•因此 { S 3} 


是一个正定二次型的等值集，即一椭球. 


可以说，这个椭球熹挺动齙的角速度矢量《构成 


的, 

定义椭球 { fi : (^,0) = 1} 称为刚体在 O 点的惯量橢球 

>. *1 

(图 116) • 

在主轴 A 下，惯量椭球的方程是 

1 \ +1 % + 3 — 1 . 

因此惯量椭球的主轴与惯量张量的主軸方向相同 ，■务 长与 v / T ； 

： S ''. 

• X ? • 



团； 115 绕一轴转动的刚体 之动能 
成反比 • 

注若一刚体是沿某轴延伸的，则对这个轴的惯量矩很小， 

b 

从而愤量椭球也是沿这个轴伸长的；所以惯量椭球的形状可以是. 
相似于刚体的形状的 • 

若一刚体有过 O 点的 k 阶对称轴（即它在绕此轴旋转 2; r / A 后 
与自身重合），则愦量椭球对此轴有同样的对称性.但一个三轴椭 
球不可能有阶数々>2的对称轴.所以刚体的每个阶数> 2的对称 
轴都是惯量椭球的旋转轴，从而是主轴. 

例位于等边三角形三®点上的质量为仿的质点，其惯量椭球是一个轴垂 
直于三角形平面的旋转椭球 〈图 117). 

如果有几个这样的轴，惯量椭球就成了一个球，而任意轴都: 
是 主轴， 

卸 1过正方体的中心作一直线，使各頂点封它的钜离之乎方和为：⑻最 
大， （6) 最小 • 

我们现在要注意，惯量椭球（或者说掼量算子、或愤贵矩 
八， A 和 D 完全决定 了刚体 旋转的 特征： 若两个刚体有相同的 
惯量椭球，则在相同的初始条件下它们的运动全同（因为它们有 
相同的拉格朗日函数乙：尸). 

因此，从绕0旋转的动力学观点看来，所有刚体的空间是在 
维空间，然而组成刚体的是许多点. 



图 116 掼暈椭球 



我们甚至可以考虑“密度为 p ( Q ) 的刚性立体”，意思是指一 
系列由质量为 〆 兑的有限多个质点弘之质点组当 ^-0 


胁的极限（图 iia ), 也就是任意物体的愤量矩为 




围117等边三角形的愤蛋椭球 


图 U 8 连续的刚性立体 


I^jjjp(Q)r z (Q}dQ 


的刚体， 这里 r ( Q ) 是由 Q 到 e 轴的距离 • 

m 求均匀乎面板 w w <6,2=0对◦的惯量矩及其主轴 • 

解因为此板有三个对称平面，所以惯董 k 球也有这三个对称平面而 
刪轴为 此外 



x z pdxdy 


_ ma z 

3 * 


伺理 

r mb 2 
Ix ~ 3 * 

显然 /* — /* + /»• 

狗驅证明任意物体的惯*矩满足三角形不等式 

^ * f 

• • -• 

A</ a + I if h<h^h. 

而且只有对平面物体才有等号成立 • 

f ■ * 

何鼷求质量为 m 的主半轴为 a ， b , c 的均匀椭球关于中心0的惯董主轴和愤 
悬矩. 

提示先看球的情况 • 

问题证明坪坦纳 (Sterner ) 定理：设有两个平行轴，其中之 
一过质心，刚体对它们的惯董矩之间有关系式 
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/ = / 0 + 

m 是刚体质量， r 是两轴距离, / tt 是对过质心的轴的愤量矩 • 
因此对过质心的轴的惯量矩小于对任愈平行轴的惯董矩 • 

问题求一均匀四面体对其各顶点的惯量矩. 

问《画出具有已知惯量椭球的刚体在以已知速度 q 旋转时的角动 a 矢*: 

i. 

答 M 的方向是惯量楠球在公轴上交点处的法线方向（图 U 9 ). 

. _ : - 

问题从固定于恒定点 o 的刚体上切去 一块/ 主惯量矩怎样壶化（图1 2 0>> 



图119角速度、惯置楠球与角动量 图120 ’ 物体变小时 ® M 

椭球的变化性态 

答三个主愤量矩都减小_ 

提示参照节 24. 

问慝对具有惯量矩 h > h > h 的剐体，在9 = + 点加上一 

个小质董匕求八和 I的变化并直到误差为 CKe 1 ). 

解质心移动一个《阶的距离.因此老物体对过老和新质心的平行轴: 

•I 

的惯量矩相差一个 P 阶的置 • 同时，附加的质量使对任意固定轴的惯金矩 
改变一个《阶的 *• 因此对于容许误差0 (e l ) 的计算可以略去质心的移动 • 

I 

于是，在加上小质量后，动能成为 

r = r 0 + -|^ eLQ^^ + OCfi 1 ) 

r 0 =|-c/i^ 1 2 + / a ^+/ # o ft 2 ) 是原物体的动能_现在以《的泰勒级数膠 - 
状来求惯量算子的固有值 AO ) 与固有矢董 1( e )* 在等式 
- 4(5) 中令 e 的系数相等（在误 Ma<d) 之内)，有 
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dM 


dt 


CM , Q ] 


iff 应用节 26 中关于“点” M (〖）€ 尺对恒定坐标系 A 的运动速 
度公式 （5)， 我们有 


I x + e{x 2 2 + x 3 2 ) 


t 仏 + e ( j~~Y ez + T^^l t e *) • 


曲 h ( eX 的铃式号 a 寧舞_看禪主惯 量等构 單化爲(真 裔1 对 e 的一阶近似） 
似乎质心与主轴均未 改变. e.CO 的公式‘明了主轴灰向如何 变化： 惯董 
網球的晕大主半轴将靠泜附加点，而最小的则将离开此外，在械 i 

• • • f y % ^ * V .' : - 

‘球主平面之一上加一小 ffii 将捷此乎 i 上的两+主轴 磕转 而不会改变第 

三个，分母上出现惯量矩之差表明这样一个事实：旋转椭球的主_不能定 

. ♦ . ♦ ♦ .. * 

义.若惯董椭球接近于一旋转椭球（即/产 八〉， 则加上一个小质 ft 将使轴 
先和 e a 在它们的平面上大大旋转。 


29 欧拉方程 • 波安索对运动的描述 


这里我们将讨论无外力时，剐体绕一恒定点的运动以及自由刚体类似 
的运动•结果是运动有两个频_* 

A 欧拉方程 

• . • 

考虑刚体绕恒定点 O 的 运动. 令 M 为它 对刚体内的 O 点的角 

动量矢量， Q 为刚体之角速度矢量， d 为惯量算子 （= 

^2与 M 属于动坐_标系 JC (节 26). 刚体对空间中的 O 点之角动量 
矢量 m = 在运动中守恒（节 28 B ) • 

所以刚体中的矢量 M ( M € iO 的运动应俾不 
随^变化 • 

定理 



/V 


_ 


H 5 





但因相对于空间的角动量 m 守恒（^ = 0)，故] + = 

□ 

关系式 （1) 称为欧拉方翟.因为 M = dO ，（ l ) 可看作是: 

对 M (或对 Q ) 的微分方程.若 

_ • 

， - 

£2 =： + Q z e t + Q a e$ 而 M = + M z e z + M 3 e 3 

*. - 

是和 M 对 O 点之主轴分解， mM , = A 而 （ 1 ) 成为三个 方程: 
的方程组 

. *1 

. ♦ • • 

( 2 ) 


dM 

"W 


二 aaAf^Af 2 . 


其中 A = cr 2 _ j 3 )/ j 2 j 3 , 


Oy - i %yf i — c^i 一 1 m 


或写成角速度的三个分量的三个方程为 


h 


dQ, 

dt 


(J t 一 I ， )Q^3s 


h 


dQ , 

i 

li 


=(/ 3 - 


s 


h 


dQ 


dt 


二 (/i — Io)OlO^ 


注设有外力作用在刚体上，而在恒定坐标系与动坐 标系中 
对 O 的力矩之和分别为 ft 与況（竹= 5況），那么 




_ 


而且欧拉方程成为 
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n 欧拉方程的解 

引理欧拉才程（2> 有两个二次的首次积分 


2E 二 m —} 
11 1 % 


Ml 
• • 

Is 






证山能量守每定律五不变，由角动量守恒定律把 2 也不变 ， a 

» * 

为 m 2 二 M 2 = M 2 . 

于是 M 位于一个椭球和一个球的交线上.为了研究这些交 
线的构造，我们固定椭球五>0而令球半径 M 改变（图 121). 

i 


•x 

4 



图121欧拉方程在等能面上之轨迹. 

设椭球的主半轴将是 
V 2 E 1 V .若球半径 M 小于最小主半轴或大于最大主半轴 （ Af <: 

或 ), 交集为空，而相应于这样 的瓦与 从 
之值，不会发生实际的运动. 若 球的半径等于最小主半轴，则交: 
线成为两个点.增大半径使 x /^77 < M < v ^ E 7 T ,将得到分 
别包最小主轴两端的两条曲线.完全同样，若球的半径等于最: 
大主半轴，又得到该轴两端.若 M 稍小，则得到各包围一个端成 
的两条闭曲线.最后， 若 M = ， 交线是两个圆. 

椭球主半轴的六个端点各为欧拉方程的一分离的轨迹——矢： 
量 M 的恒定位置.它相应于指向某一主轴仏的定值角速度矢量 j 
在这样的运动中， D 总是与 M 共线的.所以，在空间中角 速度矢 
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量® 的位置总是与供共线的： 刚体简 单地以固定角速度绕 攝 性主 
轴 A 旋转，而主轴在空间中是恒定的. 

定义 刚体角速度不变（6> = const, Q = con st) 的运动称为恒 

▼ ^ 

龙堯转 • 

• • , 

这样，我们已经证出了彳、 

' *• 1 . • ：; A-. , 

定理固定么0点的刚体嬈任士鲨轴 A，e 2 , 6 3 均可以作恒定走 

r. 」1 . 

持. .'1. 

若如我们所设方釋右方在任意其它点 
均不为0;即不备 有細 的恒走1 

我们现在要研究欧拉方程之解（在李雅普诺夫意义下）的稳 
定性 • . 

定理欧拉方程相应于最大与最小主轴的怯定解 M = AfiCi 和 
M = M z e z 是穗定的，椒应于中爲的主转的解 (M = M a e 2 ) 是不 
穗定的 • 

证若初始条件对於此或见必有小的偏离，轨道将是小的闭曲 
线，而对 AT 的小偏离，轨道是一个很大的 曲线. 

nm 绕刚体最大与最小主轴® w 体的怿定表特是否李雅普诺夫稳定的？ 

#否》 

C … 波安索 ( Poinsot ) 对运动的描述 

很容易形象地看到刚体中角动量和角速度 （M 和 Q) 的运 
动 - 只要 Af々v^TT， 它们总是周期的. 

为了着出刚体怎样在空间中旋转，我们来看惯性椭球 
E = {S2t ( ^4i2, Q) = 1} czK 9 

M 是固定于 O 点的刚体之对称惯量算子. 

在各时刻椭球 五在恒 定空间 A 中的位置是凡 
定理（波安索）惯量椭球沿一垂直于角动量矢量 m 的 ti 定平面 
无滑动 地滚动(囷 122). 

• ui * 


#^ € 额 



* 


图 122 惯量椭球在不变平面上的滚动 

证考虑垂直于角动量矢量 m 而旦切于惯量 椭球狄五的平 面》， 

i * 

有两个这样的平面.椭球在切点绛的法线平行于 m. 

但是惯量浦球五在公点的法线是 grad(』Q，fl) = 2 ji & 
= 2M . 所以在 o 轴与5*五之交点'处 ， 昃丑的法线 
与 m 共线. 

所以平面汉在轉坪转动轴上的± 点切 于况耳 V "租是6和恒 
定矢量 m 的数量积等于士 （1/V27 1 )(a>， i ) = ± a / 2 T ，，因 此是 

it 

常数. 所以平面花到 o 的距离不变，就是取兀举恒定的 J 

因为切点在瞬时转动轴上，它的速度省0 • 这说明椭球 B t ET 
沿丌滚 动而无滑动. □ 

英译本注：平面订有时称为不变平面 • 

系当初始条件接近于 绕是大 （或最小〉惯量主轴的桓定旋柃 
时，角速度总停留在接近其初始位置处，在剛体内 （O ) 或在空: 

间中（⑻都是这样》 ’ 

， .. 

现在我们来考虑切点在恒定平面上的 孰迹， 当切点在椭球上 
旋转一整周后，初始条件又会重复，但刚体绕 m 轴转过了某角， 
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e •第一 *> 圈与第一 ■"圈 完全相同> 若 a z ，运动是完全周 

期的》若角《与2江不可通约，刚体永远不能回到其初始状态. 
这时切点的轨迹在平面上一个以 CK 为心的环中稠密 
(图 123>. 

狗题证明6维空间 7\ SO (3 > 的不变二维流形(见节 23B> 的 

各个连通分支均为环面，而且可在其上取坐标仍和外 mod27r 

• • 

娘 9h = « i ( c ^,9? 2 = g ) 2 ( c >. 

提示取 M 之周期变化的相为奶. 

现在我们来看惯性椭球是旋转椭球的重要 特例： 

这时椭球的轴况瞬时旋转轴和矢量 m 恒在同一平面上.它 
们的交角与❾之长不变；旋转轴㈤）和对称轴 CB 处）绕角动 
dft 矢量 m 以相同角速度扫成两个锥面（图 124) .这个绕 m 的运动 
称为进动（或岁差）* 


图123切点在不变平 图124旋转椭球在不变 

面上的轨迹 平面上的滚动 

狗题求逄动的角 速度. 

寒将角速度矢量《分解为角动董矢量 m 与轴方向的 分置. 第一个分 
邊即进动角速度= Mlh . 

提示将刚体的运动表为先作一个绕角动量轴的旋转继之绕刚体轴的 
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旋转之乘积.这些旋转的角速度矢量之和等于乘积的角速度矢 ft . 

注在无外力时， 有一点0 固定的剐体可表示为一拉格朗日力学系， 
其构形空间是一个群 30( 3)，而拉格朗日函数在左平移下不变 • 可以证明 
敢拉关于唞体运动的理论的相当一部分只用到这个性质，因此对任惫李群 
上的任意左不变拉格朗日力学系都成立.特別是把这个理论应用到一个黎 
曼流形的区域 D 上的保持体积的微分同胚群，即可得到理想流体的流体动 
力学-基本定理 ' / 

* 

▼ 

30拉格朗曰的陀螺 


我们在这里讨论在一个恒定点固定的轴对称剐体在均勻力场中的运 
动. 这个运动由三个周期过程组成：旋转、进动与章动 • 

A 欧拉角 

考虑一个在恒定点 o 固 k 而且受重力作用的刚体 * 这种 
“重刚体”问题还没有在一般情况下解出，而且在某种意义下是 
不可解的. 

在这个具有三个自由度的问题中只知道两个首次积分 | 总能 
量丑 = T +C7 与 角动量在铅直方向的 投影. 在一个重要的特例即 
对称陀螺下， 这问题可以完全解出 '• 

一个对称陀螺或称为拉格朗日陀螺是一 
个固定在恒定点0的刚体，其在0的惯 
量椭球是一个旋转椭球,雨且重心在对 
称轴 e s 上八图 125). 这时绕 e 3 轴的旋 

转不改变拉格朗日函数，而由诺特定 
理，除丑和 Af ■ 外必定还有一个首次积分（我们会看到， 



图125拉格朗日陀螺 


* 


参看附录 2. —中译者注 
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角动量矢置在 e s 轴上的投影 m 3 ). 

如可以引进三个坐标使绕2轴及陀螺轴的两个旋转角都在 
其内，这些坐标将是循环坐标，而这个具有三个自由度的问题将 
化为（关于第三个坐标的）单自由度问题. 

在构形空间 ^0( 3) 上这样选取坐标是可能的；这些坐标 
炉，央,0称为欧拉角形成一个局部坐标系， 50(3) 的这个坐标系 
很像球面上的地理坐 标系： 极点无坐标而且有一个子午线坐标是 
多 值的. 

我们引入以下记号（图 126): 


^9 



图126欧拉角 

也， e ，， c , 是在恒定点 O 的恒定的右手笛卡尔坐标系的三个 
单位矢量； 

e 19 e , 是连接在刚体上而且指向0点主轴的动右手坐标 
系的三个单位矢量； 

Ii : I 1 a 是刚体在0点的惯量矩 I 

〜是轴 [ e ” 仏 ] C 此轴称为“交线”)上的单位矢量, 

(以上所有矢量均在“恒定空间” A 中）， 

为了把恒定标架（《•，的， e ,) 变成动标架（&， e 2 , 

• 752 - 



我 们必须作三个 旋转： 

1. 绕 e , 轴旋转角旋转后 e , 不动， e ， 变为 

2 . 绕 G 轴旋转角旋转后 e , 变为 e 3 ， 不动. 

3 . 绕 e 3 轴旋转角 ip . 旋转后变为 e !， e 3 不动 • 

作了这三个旋转后， A 变为 e !， e , 变为因此变 

成 

角史，0和0称为欧拉角.容易证明： 

定理对每一个如上作出的三元数组炉，0,岭都有一个三维空 
间中的旋转， BOp ， 8, €50(3 ) 变标架办 ， ej 为 

标架 （ e !， e a ， c 3 ). 此外映射（史，0, iO — BOp ， 0 9 xp ) 给出 

陀 蝾的构 形空间 5*0(3 ) 的一个局部坐标. 

» « 

0< 炉 <2 苽， 0< 妒 <2 苽， 

梦和分和地理经度一样可以看作角 niod 2 jrj 对= 0或 fl = ff ， 映 
射（少，0，的 -^5 有北极那样类蜇的奇性， 

B 拉格朗曰函数的计算 

我们要用史 ， h V » 及其导数来表出拉 格朗日函数， 

位能显然等于 

U^jjzgdm -mgs 0 ^mglcos9 9 

々是重心高于 O 的髙度 （图 125). 

我 扪现在 来计算动能.一个小技巧在这里是有用的：我们考 
虑炉=必= 0的特例 • 

引理陀螺的角速度当炉=垆=0时可用欧拉角的导数表示为 

^ m m • 

o - 9 ei ^( <psinQy e z + (jp + g ^ cos 9 ) e ^ 

^ t 

证考虑 陀螺上 在时刻（位于 r 处的点的速度 • 在一段时间办 
后，它占据的位置（略去（山) 2 )是 

5 ( 史 + dq> 9 0 ^d0 , 必 + c / 於） 丑 - 1 ( 识， 0 ，伞） r ， 


卜 全位、力於 
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dip = <pdt 9 d6 = Odt, dtp - ^}dt m 

所以，以同样的精确度，位移矢量是下面三项之和 * 

B(<p^r dq} 9 0, fi - 1 ( 9 , 0 9 ^)r- r = 

Biqs^Q ^■ d 0 9 ^') B - l i ( p i 6 9 ip ') T - r ^ Lco 69 r 2 dt $ 

BC < p , d 9 ip + d 0 B - 1 ( q ) 9 6 9 ^ r - r ^ Z < o f 9 r ^ dt . 

(角速度 o , 就是用这些公式来定义 的）. 

所以，点 r 的速度是 [ 0 ^+ o s , r ]， 而刚体的 

角速度是 

O ~ Ct>p + d), + O*, 

这三项分别由以上公式定义， 

余下的只需按仏与的分解％,❾，和我们还杏 
有用到炉= 0 = 0这个事实.若炉= 0 = 0,刺 . 

' i • 

BC 9 + d < p ，6 > ij )) B - y {( p 9 0，垆） 

只不过是绕 t 轴旋转角 c /仏 所以 

秦 

公 > 妒 = 少私 “ 

此外，炉=妒= 0时， BOp ， 9 + d 0 9 ijfyB - Kp ， 9, 命〉就是络 
e 厂仏=仏旋转角洲，所以 

= ❹ e l9 

9 c 后 BOp ，0 ,fp + diOB - iC 9，< p ，0 即 绕办轴 旋转卸，故 

參 

^ i/f — ^ 63 . 

■ 

_ 

总之，当 P = 必 = 0时 

暑 ♦ • 

o>n + ipe u 

怛当史 = 少 = 0时 1 ， 

e z = e^^osO + e z sin 9^ 

因此角速度在主轴的,仏,仏上的分量是 、•… 
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= q>sin0 9 


o) 3 = ^ + <pco&9^ 


因为 了 31 j ( 了 + ’2公2 2 + is 03 S ) ，所以在 — ^ — 0 时动能- 

A - 

的公式是 

T = —( 6 Z -f <p 2 sin 2 0) + — (0 + g?cos0) 2 . 

2 2 

但动能不会依赖于 ^ 和仏 它们是循环坐标，对炉和#选取参 
考原点不会改变: T ， 故恒可设史所以我们得到的动能 - 
公式对一切 < P 和分都 适用. 

我们就这样得到了拉格朗日函数 

L - ~( 6 Z 4- ^ 2 sin 2 0 ) + tp 4 - g9cos0)* — mglcos 0, 

2 . 2 

> 

c 运动的研究 

相应于循环坐标 9和少 有两个首次积分 

= Af t = ^(/jsiii 2 ^ + / 3 cos 2 0) + ^»/ 3 cosfl 
3 <P 


qJ • • 

- —■^ -M z - q)I z co s0 + tpl 9 . 
a 妒 


定理陀螺柚对锫直方向的倾角0随时间变化的方式和总能 : t 
如下的一维力学系一样* 

Er^l±b^U.u C0) 9 

1： 

这里有效位能的公式是 


tU 


^ + mgtcose . 


2/ iSin 2 ^ 
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•证按照一般理论，我们用舯 3 和^^来表示干是得到力 
孝系的总 能最为 

s 


E = 



炉+ 


+ mglcosO + 


(,M x - Af 3 cos 沒 ） a 
2/ iSin a fl 


而 


• _ M 2 - M 3 cos0 

9 = 37^5^ ― ^ 

数 M ?/2J s = E P 与 0 无关而不会影响 0 的方程 . □ 

为了研究上面的一维力学系，作变換 c OS 0 = M (-l<«<：O 
是方便的. 

我们也记 

zl 11 ~ -A/ 3/^1 = 2 丑 ’//! = a ， 2 饥 /11 = 

这时可以把能量的守恒律改写为 

***=/(“)， " 

/(«) = (a - Pu ) (1 - « 2 ) -(a-fru)*, 而方位角识的变化规律则是 




q> - 


Q — bll 
1 ~ u 2 




我们注意到 /( W ) 是 三次多 项式， /( + oo)= +CO, 而 /(±1) 
= _(dTb )»<0 只要 a 夫土 \另一方面，实际的运动对应于这 
祥的常数 a, 6, «和沒，使得对某个1, /(«)>0. 

因此 /(«) 在区间-1上恰好有两个实根4和《 2 (在 w> 1 
时还有一个，见图 127) .因此陀螺轴的倾角0在两个极限 值匕和 
(之间周期性地变化（图 128). 倾角的这种周期变化称为幸动. 

我们现在考虑陀螺轴的方位角的运动.轴和单位球面的交点 
在纬圈 化和^ 之间的环形中运动 • 轴的方位角炉的变化由以下 

• 1 X 6 • ' 



方程决定 



图127函数 /(«) 的图像 




若方程 a = 之根 V 在 （ Ul ，叫） 之外，角穿单调变化而轴 

• • ■ 

在单位球面上画出 了一个 类似正弦曲线的曲线 （图 128( a )). 若方 
程 a = 6 w 之根 V 在 之内， 则炉的变化率在纬 圈仏和 

^上的方向 相反，而轴在球面上画出一个带圈的曲线. 
(图 128(的）* 



图128陀螺轴在单位球面上的路径 

若 之根在区间 （ Ml , « 2 )的端点上（例如 = 則: 

轴画出一个带尖点的曲线（图 128( c )：). 

最后一个情况虽然是例外的，但是当我们在陀螺轴的倾角为 
h 时 不加初速地放 开它， 就会看到这 个情况 | 陀 螺先往 下倒然 
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后又升起来. 

陀螺方位角的变化称为进动（岁差).陀螺的整个的运动包括 
绕自己的轴的旋转、章动和进动.这三个运动各有其频率.若这些 
频 率不可通约，陀螺就永不会回到其初始位置，虽然可以任意接 
近它. 


31睡陀螺和快陀嫌 


节30所得的公式把陀螺运动的方程归结为椭圆积分问斑*然而，不必 
用求积法也容易得到关于运动的定性的 知识. 

在本节中我们要研究铅直陀螺的稳定性并给出快速转动的陀螺的近似 


公式. 

A 睡陀螺 


我们先考虑陀螺轴恒为铅直 （0 = 0) 而角速度为常数的特解 
(“睡着了的”陀螺，也称站立陀螺）.这 9 

时显然有於 == (图129〉* 

我们将注意陀螺轴的运动而不是陀螺 
本身的运动.陀螺轴会稳定地留在铅直方 
向附近吗？即0会保持很小吗？将此力学 
系的有效位能 



V 777 P 7 Z 

图129睡陀螺 


U 


eff 


+ mg loose 

2i !Sin z 0 


展开为 0 的幂级数，我们有 


U 


eff 


(屮/4) 


21介 
C + ^0 2 + 


mgt — mgl 


0* 


2 


C — I f J^L 




u 


gt 


8 / 


2 


♦ 
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若 d >0, 一 维力学系的平衡位置0 = 0 蕞稳 定的，而若 d<a 
则是不稳定的. 于是稳定性条件是 

「、 2\ Arngll, 

0?3 2 r 2 • 

^ 3 

当摩擦使睡陀螺的角速度降到这个极限值以 下时， 这个睡着了的 
陀螺就醒来了. 

问理证明当 4 J w 时，睡陀螺的轴不仅对没的摄动，而 H 対 r 

摄动，都是稳定的. 

B 快陀螺 

若一陀螺旋转动能远 大于其位能， 就称为 快陀螺 t 

用相似性方法很清楚地看到，角速度 乘以# 恰好等价于重憂 

除以 

定理对于同样的初始位置，陀螺角速度乘以 W ， 和角速度不变 

而重力加速度沒除以的陀蟑运动轨迹完全 一样. 角速度很大 

时，沿轨迹的运动将怏/ V 倍①. 

这样，我们可以研究 p — O 的情况并将其结果应用于研究 
0) — 00 的情况. 

一 开始，先考虑9=0的情况，即在无重力时讨论对 称陀燦 
的运动.我们要比较对这个运动的两种描述，即拉格朗日（节 
30 D ) 和波安索（节 29 C > 的 描述. 

我们先考虑陀螺轴倾角《变化的拉格朗日方程 • 

引理无重刀时，满足 M , = AT 3 cos ^ 的角沒。是陀蝾轴运动方程— 


①用 pdf ) 表示 具有初始条件 «€7\ SO ( 3 ) 的 陀蟫在 f 时的位置，沒为重办 
加速度.这个定理指出史 〆 ，，以 f )=<^_ 2 ,(#以）. 
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的穗定平衡 位置. 在其附近0的小振动頻率是 


9 



-^3^3 



赶在无重力时，有效位能是 

rr CM Z -Mz^OsQy 
UM 2 ~ 


这个非负函数在由条件 = M ^ oose Q 决定的0 = (9。处有最小值零 
(图 130). 因此陀螺轴对铅直方向的倾角心是稳定的平衡位置： 若初始角$ 
离心有小的偏离，则0将在^附近作周期振动（章动> • 这些振动的频率 


很容易由以下的一般公式决定 * 能量为 


* 


E = ax% — ^U(x^) f U < jc 0 ) « mini!(x) 
2 


的一维力学系的小振动频率 o > 由以下公式决定: 


<0 



1/^(^) 

a 



V.n 





130陀蠊的有效位觴 


攉 述陀蠊 轴傾角振动的一维力学系的能置是 

^0* + U Mm 


对于 0=心 + « 我们得到财， - MsCOS ^ M 3 ( cos ^»- cos <^, + 5 C ))= 


M t xsio 6 t + OOc *)， 而 

Tr _ M z % xH \ n z 9 t 

Um{t * 2/xSin^, 


+ o ( Jc a > = 


2 /i 


x 4 +… 


A 此我们得到章动频串的表达式为 


<9 nttt 



□ 


由公式 f = ( iif :- M 3 COS e )// lS ix ^， 很清楚当 0 = h 时，轴 

• 4 
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的方位角不 随时间 变化： 轴是恒定的.当0离 I 有小偏离时， 
也可以用这个公式来研究轴的方位角的运动，但是我们将用另一 
个方法. 

无重力时的陀螺的运动也可用波安索描述来研究.这时陀螺 
轴绕角动量矢量匀速转动而后者保持其在空间的位置.因此陀螺 

I 

I 

轴将在一个球面上画出一个圆周，圆心对应于角动量矢量 
(图131八 



图131陀蠔的运动按拉格朗日描述与按波安索描述的比较 

■ 

注现在陀*轴的按拉格朗日描连称为聿动的运动.按波安索的描述 
称为进动. 

这意味着，上面得到的小章动頻率公式= 心叫 / A 与波 
安索描述中进动频率公式0 "一致 • 当章动振幅趋近零时， 

^3 6 )3—从 • 

C 弱力场中 的陀蠼 

' - 

现在我们进到虽有重力但是很小和 Mi 之值 固定〉 的 

情况.这时 cos 0及其导数都很小，应该把它加到有效位能 

、 

上去.我们将证明，这一项只会稍稍改变章动頻率* 

SI 理设*歎 fOO 在欠= 0有极小值，其泰勒展开式为/( X ) - Ax 1 ^ + 
…， j >0 •设*數 A 00 之泰勒展开式为 A 00 二 5 + Cx + … •則对 充分# 

it 

的 £, /^( x ) = /( x ) - bshCx ) 

- 争 + 0c<*) 




m • 




处（接近 于*〉 有极小值.此外 

^ A + 0(e). 

证我们有 /•/(>) =』x + Ce + 0 ( X *) 

+ eOOO , 对/，/(戈 ） 用隐函数定理即 
得. □ 

由此引理，对于小的 5 S 有效位能 
在接近于心的心处有一极小值，而且 
在此点 t /〃 与 W 心）只稍有不同.因 
此，心附近的微小拿动频率接近于 
^ = 0时所得的频率 t 



图 132 函数有微小改变时 
最小值的移动 


lim 






D 快速抛出的陀螺 

现在考虑一个特殊的初始条件，即在放开陀螺时不给它以使 


其轴与铅直轴的倾角心发生变化的初始推力. 

定理若陀螵轴在初始时刻是恒定的（屮= 0=0 ) 且陀螺绕其枯 

t ， - 

缺速旋转（《 3 —°°)，其轴与4&直抽姨角为 0 0 ( M z ^ M z c o $ 9 0 ) y 
則当6>3今00时漸近地有 


1 . 章动頻率正比于角速度 I 

2. 幸动振幅反比于角速度平方, 

3. 进动频年反比于角速度， 

4. 以下渐近公式成立（当0) 3 - ► oo 时） * 

^aut ^ guilt 〜 - sin 沒 ” 

i \€0\ 

< 这里 /(«») 〜沒 （ g ) 3 ) 是揩 lim (//^) = 1) # 



pre 公 



mgl 

-^s^s • 


为了证明它，我们考虑初始角速度固定而 P — O 的 情况. 借 


^ J 62 



m r 相似性方法来解释这些公式（节 b >, 即得定理之证. 

在节 30 C 中我们已经知迸，在我们的初始条件下，陀《轴在球面上画出 
一个有尖点的曲线， 

我们应用这个引理来求有效位能的极小点令（图 133> 

cosO = cosO^ — 十 •••* 

于是和上面一样可得 x 点的泰勒展开式* 



fnglcosO = mgtcos9 6 - xmglsinB 0 + v*» 

应用此引理于 / = U - o ， g ~ e , h - m ^/ cos (0 # + 3 f ), 即知有效位能 
Uett 在倾角的以下值达到极小 


e 



xm / sin ^ 

7? 


g + 0(g l ). 


猫此陀螺轴的倾角 将在心 附近振动 （ 图 134). 但在初始时刻“0。, 

V •” 



图133章功振幅的定义 图134陀螺轴的运动 

名•二 0. 这意味着^对应于陀*轴的最髙位置 • 因此，对于小的,章动振 
概渐近地等于 


Onut X 


JimlsinO, 


/•w 


5，（ P + <)>• 


我们现在来求轴的进动.由一般公式 




9 


M z - MzqosB 




U • 



以及 Afz - Macos ^ o , 0 = d o + x ， 我们得到 Afz - M ^cosO ^ M ^ xsin 9 9 
+ …，所以 

k n 

I I 

• M , 

但欠在 0 与 2 x , 间作谐振动（相差0(力〉.所以，在一个章动周期内的进动 
速度平均值渐近地等于 




M 


3 




<P 


I^inO 


x 


mgl 


o 


CO 


( 5+0 )• 


问题证明 


lim 




y(Q 一 y(0) 





第三部分哈密尔顿力学 


哈密尔顿力学就是相空间的几何学.相空间有一个辛掩形构 
造.辛微分同胚群作用在相空间上.哈密尔顿力学的基本槪念与 
定理（即令用局部辛坐标来陈述）在此群下是不变的（而在更大 
的同时也变换时间的群下也是不变的）. 

哈密尔顿力学系由一个偶数维流形（“相空 间。、 其上的一个 
辛构造(“庞加莱积分不变式”）和其上一个函数（“哈密尔顿函 
数”) 给出. 对于相空间中每一个保持哈密尔顿函数不变的单参数 
辛微分同胚群，都有运动方程的一个首次积分《 

拉格朗日力学包含在哈密尔顿力学中为其特例（这时相空间 

即构形空间的余切丛，而哈密尔顿函数是拉格朗日函数的勒让德 
变换). 

哈密尔顿的观点使我们能完全解出一系列力学问題，而用其 
它方法不能得解（例为，两个恒定中心的吸引问题和三轴椭球上 
的测地线问题)•对于摄动理论的近似方法（天体力学)，以及了解 
复杂力学系运动的一般性质（遍历理论，统计力学)，以及与其它 
数学物理领域（光学， 量 子力学等等）的眹系上，哈密尔顿的观 
点甚至有更大的价值. 

第七章微分形式 

在把场中沿一路径所作的功以及流体穿过一曲面的流量这些 
概念推广到髙维时，就出现了外微分形式， 

不用微分形式就不能理解哈密尔顿力学.关于微分形式我们 
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需要的知识有外乘积、外微分，积分和斯托克斯定理. 


32外形式 


我们在这里定义外代数形式 

A 形式 

令 P 为《维实矢置空间我们将用 Ltj , …等等来记此空 
间中的矢量. 


定义一个1次形式（或简称为 1- 形式）就是一个线性函数 
R 〜 R ， 即 

0( 入 ifi + = i) + 入 2 边 (6s 〉， 

入 1，入 

我们回顾一下线性代数中关于 i “ 形式的基本事实.所有 1- 形 

式之集构成一个实矢量定间，若我们定义两个形式的和为 

(« 1 + a) 2 )(f) = 6) 1 Cg)+o) a Cg), 

并且数 X 与 1- 形式 0) 的乘积为 
’ ⑽(砉） =； K ). 

R " 上的 1- 形式之空间也是《维的，称为对偶空间 ( R*)*. 

设在 R - 上选定了一个线性坐标系々，•••，〜.每个坐标々本身 
就是一个 1- 形式. 这《个 1- 形式是线性无关的.所以每个 1- 形式 
仞都可写成 

o> ^a x Xi + ••• a ( 6R. 


在矢量^上的值等于 


切 (&) +002(4) + … 


①必须注意，在 R - 上我们没有给定任意特定的吹氏构遶.在有些例子里，我 
们要用这样的构造；这时，会特別指明（“欧氏 R . 

• H6 • 



x n a ) 是矢景&在所选定的 
坐标系中的分量. 

供若在 R 8 上给定一个均匀力场 F ， 它在 

位移 f 上的功/是一个 1- 形式作用在 f 上(图 

135). 阁135 —个力所作的功是一个 

B 2-形式 1- 艰式作用在 位移上 

定义一个2次外形式 （2 - 形式）就是一个定义在一对矢量上的『 
双线性斜对称函数 a 2 : R " x R ^ R ： 

⑺ 2 (H + 乂 2U3 ) = 又 1 ® 2 (U 3 ) + §3) 

W ( n ) = - 《 2 ( H)， V An A Z € R ,^ 1? Sz ^ seR \ 

例 1 令 s ( L ，4 2 ) 是有向欧氏平面 R 2 上的矢量所成平行四边形的有: 

向面积，即 

玄 11 玄 ia 

$ (《 1 ， 《 a ) = = 在+ ^ 12^29 = f + £ zsl ^ 2 * 

丨玄 21 玄 11 

内是给出 R 2 之定向的基底. 

容易看到 3(^) 是一个2-形式<@136) • 

例2 令 r 为三维有向欧氏空间中的流体的均匀速度矢董场（图13 7 ) •这时 
流体过平行四边形 I 之面积的流量是 L 和匕的 双线性反对称函数，即由, 
混合积所定义的2-形式 

Mi 


图136有向而积是 图137穿过一个面的流体之 

—个2•形式 ， 流最是一个2-形式 

① 2 (H) = OH) = (»， EH w> 

例 3 边为 u 4:的平行四边形在欧氏空间 M 的〜乎面上的投影的有尚 





* 
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面积是一个 2 -形式 • 

狗題1 证明对 R •上每一个2-形式 o> 2 均有 


v ^ eR ". 

解由斜对称性，① - w (5,4)- 

R 1 •上的所有2-形式之集构成一个实矢量空间，若我们定义其 
加法为 

(c^ + o^CH) = a(H) 4 ■① 

定义其与数量之积为 

( Ao )( U 2 )= Ao ) d ^). 

mw 2 证明这空间是有限维的并求其维数. 

答 nCn-l)/2, 下面将给出一个基底. 

C 卜形式 

定义一个 A 次外形式或 A - 形式是一个定义在 fc 个矢量上的忌- 
钱性斜对称函数： 

+ m …， f ») = :,匕，…，匕） 

+ 又 2 0>(§':，匕, …， 6) 

耐‘， •••，“）= ( i ) v ®( U ) 

这里 

_|0若 ((:， … ，“) 是(1， …， A ) 的偶 排列， 
ii 若 （“，…，: •*) 是(1，…， 幻的奇 排列. 

胡 1 有向欧 氏空间 R •中的以 L ，…，为 
較的平行体的有向体积是一个形式 
138). 

lu •** 乞 u 

厂 ( Si ， ***， 6*) . .* … • 

1*1 ― i*n 

这里 li siHei—o + SoeMevse • 是 R ， . 图 138 有向体积是 

釣一个基底 • 一个 3 -形式 
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供 2 令 R * 是 W 维欧氏空间 R * 中的一个&维有向 平面. 以 5 i ， …， 4* 为棱的 
平行体在 R * 上的投影的维有向体积是 R " 上的一个形式 • 

R * 中所有 I 形式的集合构成一个实矢量空间，如果我们引入 


加法运算 

(coj + o 2 ) (J) = a>!($) + (§)，# = {#i ， … ， S*}，6 6R -， 

_I • 

以及与标量相乘之积 

( Aa >) (^) = Xo (§). 

问题 3 证明这个矢量空间具有限维，并求其维数 • 

答 C 〗； 下面将给出一个 基底. 


D 两个卜形式的外乘积 

现在我们再引入一个运算：形式的外乘积 • 若以是 R •上的 

一个 A - 形式， W 是 R * 上的一个/ - 形式，它们的外乘积将 

1 

是一个々 + 卜形 式. 我们先定义 1- 形式的外积，它对每一对 R'ii 

' s 


的 1- 形式叫，％都给出一个 R \ k 的2- 

%r 、 •， 

形式叫八％. 

令 f 为 R •中一个矢量 • 给出两个 

1- 形式 0 V 和叫，我们可以定义一彳 

由 R * 到平面 RxR 的映射 * 变 GR * 

. , 

为分量为 Ol ( D ，》2( S ) 的平面矢量 
«(?)* G > U 叫为此平面的坐标（图 
139): 




定义外秋似〗八 叫 在一对矢量 I ， 图两个 1- 形走 

上之值是棱为①(匕），匕)的 之外积的定又 

平行四边形在《，1叫平面上之投影的有向面积： 


( o >» 叫⑹ 


问 ■ 4 证明叫八叫实是一个 2 -形式_ 


# 
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mms 证明映射 


< COi , 

是双线性斜对称的： 

① 1 八① 2 = -COiA©!* 

(X / fiOi / + 入 ’’(Di") /\co 2 = X / co 1 / /\ oy t + X"o"i /\ o > 2 , • 

提示行列式对行和列都是双线性斜对称的. 

现在设已在 R •上选定一组线性坐标，即已有 n 个独立的1形 
式 X ,. 我们称它们为基本 1- 形式. 

基本 1- 形式的外积是2-形式.由斜对称性， x i A^Ci = 0 J 
A^i= -^0八心，^八々的几何意义非常简单:它在一对矢量 #i， 
^上的值等于平行四边形1，^沿着与其它坐标方向平行的方向 

对坐标平面心投影的象之有向面积. 

问题6 证明 -1)/2 个2-形式 X ,八巧（£<7)线性无关. 

特别是，在三维欧 氏空间中，在（々，〜）平 

面上投影的面积是 A 八 A， 在0^2，欠3> 平面上的是 々八 々，在 

<>3，々）平面上的是 A A々. 

问腰7 证明三维空间 W 中每个 2 -形式都苛写成 

Px 1 /\x i + Qx z Axi + A^a. 

洱題 8 证明在坐标为 x lf ^ 9 x .^ n 维空间中的每个 2 -形式都可唯一地表 
示为 

心 ！> * s x i 

* <i 

撝示令 6 为第 t •个基底向董，即= 1而当 i 关 j 时 A (« i ) =0. 
考虑在幻上的值，贝 ！I 

dii = o > a ( f “ ej ) 

E 外单项式 

设已有 A 个1形式我们荽定义某外积％ 八… 
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定义我们规定 


卟 （匕）…(^ *) 

o»i 八…八 》»)( fi ， … D = . • 

仿》($1〉… °>i ( Sk ) 

换言之1形式之外积在&，•••，&上之值是^，…，匕被映射#- 
(叫 (0 ，•••，《*(€))映到有向欧氏坐标 R * 上的象所成的平行体的 
有向体积. 

问 B 9 证明 0?1八“ •八0>»是一个形式. 

问思10证明 1- 形式的外积运算给出一个重线性斜对称映射 

(«1,…,八…八 Q h 


换句话说， 

(A’o?/ + A/o/) 八 <s?i/V.* 八6?，=入’瓜/八叫八…八® 

而且 


其中 


* (-1) 


JO 若 d ，…， i *) 是<1，…， &> 的偶排列， 
( l 若 （ ii ， …，<»>是（1，…， &) 的奇排列. 


现在考虑由基本形式 A ， …， 义给出的 R B 之坐 标系 . A 个基本 
形式的外积 

〜 x t \ …! \ x 、 Ki m < n } 

是一个 A 乎行体沿乎行于其它坐标轴的方向投影到 A - 平面 
…, A t ) 上之象的有向 体积. 

filfiii 证明若 •，“ 中有两个相同，则 
问題〗2证明 L 形式 


之集合是线性无关的 • 

£ r 4 , •• • 

这 种形式总数为 Ci / 我 们称之为基本 / e - 形式 • 


f 
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t ^ imn 证明上每个形式均可唯一地表示为基本形式的线性组合 

①I二 ^ a—，〆，、 八…八 

J ^ …<1去< 1* 

提示 a ir .. ijt = co k Cei •••, e f fe ). 

由这个问题可知^上的形式矢量空间维数为 C:. 特别是 
当灸=«时<^ = 1，由此即有 

系 R” 上每个 n- 形式或者是某平行体按某体积单位计算的有向体 
积，或者 为零： 

co n = a * xj \、'、 f \ x n . 

问 Hi 4 证明 R •上每 一个办的^•形式必为零 • 

我们现在考虑一个 h 形式V和一个卜形式 W 之积. 先设有 
了两个单项式 

_ 

似 >; =©1 八…八 Ct > 1 =^44.jA ， -' + 

%， …，％ + |都是1 形式， 我们定义其外积 ^vw 为单项式 

(an 八…/\仏） A (〜 +1 八… A% + *) 

= G>i/\ …八八0*+】八… 八⑺… • 

问题 15 证明单项式的対^积是结合的： 

C»* ) A© m - co k /\( o> J 八 o?*)， 

又是斜交换的: 

G) h /\C0 ? = ^ h 1 G> 1 /\°^ k * 

提示为了把的 / 个因子之一移到① 4 前，需要与的个因子共作 
次反转 • 

注.斜交换性只 要&和 /两个次数有一为偁时辣是交换的，二者均奇时 

n ■ 

是反交换的，记住这一点是有用的， 

33 外乘积 

- ^ 

■■ 

我们在这里定义外形式的外乘积运算并证明它是斜交换 fe、 可分配的 e 
与可结合的 • 


參 


172 • 



A 外乘积的定义 

我们现在定义任意 Jfe - 形式和/ -形式 W 之外 乘积. 其结 
果“八以是一个 6 + /- 形式.于是外乘积运算具有 

1. 斜交换性： o * 八(- lWAo )*; 

2. 可分配性：+ Aoi ) 八 W 八^) 1 + 

3. 可结合性 t ( co ^ Aco 1 ) A 6>" = ct }* AC «* A « m ). 

定义 R •上的一个 A - 形式 0>* 和一个 / 形式以之外乘积是 R •上的一 
个备+ /形式，其在&十/个矢量 I ，…，匕，…， 6 +i e R - 上之 
值等于 

( 1 ) (O* 八 o/) (f !，…， U 

= 2(-0 ," •••，，…， H 

这里 j ,< ••• <如 （L …， >**， y !， …， /*) 是 Cl , 2, •••，* + /) 

的排列； 

^ = |1 若此排列为奇； 
v = lo 若此排列 为偶. 

换言之，把务+ /个矢量 L …， 匕 +1 分为两组（各&个与/ 
个矢量)，任一种分法以及每一组的任一种排列给出 （1) 中的和 
式的一项.这一项等于 W 在第一组排列好的个矢量上之值乘上 
V 在第二组排列好的/个矢量上的值，其符号+与-视这些矢量 

如何排列而定.若排列使得第一组/!个矢量继以第二组 f 个矢量 

+ 

成为“…，匕+ «的偶排列，_取+号，若为奇排列则取-号. 

例 若 k = i = i ， 只有两种分法： n 与 n 所以 

+ 

轟 

(⑺ l/\@2 〉（ H 2 ) =公 id) 仿 2(f 2〉 — 仿 2(U ， 

•? 

这与节32中关于 1- 形式之外积定义一致 ，_ 

fl 解1 证明以上定义确实定义了一个 fc + 丨 -形式 〈即 八仿 1 ) ( k ，…, 
4* + r ) 之值垂线性地与斜对称地依赖于点 S ). 

B 外积的性质 
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定理以上定义的外形式之外积是斜交换的、可分配的和 T 结合 
的.对于单项式它与节32中给出的定义一致 • 

斜交换性之证明基于奇偶排列最简单的性质（参照节32末的 
问题）并留给读者自己证明， ’ 

可分配性来自 （1) 中各项对与以为线性. 

可结合性的证明要用到稍多的组合学.因为相应的论证通常 
用于代数中行列式按一列的子式展幵的拉普拉斯定理，我们可以 
用此定理①， 

首先注意到下 一点： 若可结合性对各项成立，则对其和也既 
立，即由 

八0> 2 ) Aoj s = ^ Ato 2 Ao >3) 

■ 

(0);' 八0) 2 )八 0} 3 = o ;' 八（0) 2 八0) 3 ) j 
有 （（ c ^ X ) 八0) 2 )八0) 3 = ( o ； +0)7) AtoaAOs ). 

但由已经证明了的可分配性有 

+ cd 7) A ® 2 ) A «3 = («/\叫）八。 3 ) 

+ ((« VA « 2 ) A « 3 )» 

(o )； + q)V) AC^aA^s) = 

+ <CoV A(«2 Ao? 3 )). 

在节 32 (问题 12) 已知， R •上每个形式都是单项式之和；所以 r 
只需对单项式乘法证明可结合性就够了. 

因为我们还没有证明节32中6个 1- 形式的外积之定义与这 S ： 
的一般定义 （1) 的等价性，我们暂时用\表示 A 个 1- 形式之外 
积，所以单项式可以写为 


①可结合性的直接证明 C 也包含了拉普拉 斯定理 的一个证法）在于检査恒等式 
((0)^/\0 * ) y \ o >™) d …土 ca * (f i ，，…， f * j ^〉® 1 di ，…， 
^ … .GJ 中各项的符号,这里 *_10< 1 '»，/1<“-<0'1，心<— 

</!_(<、，…，是⑴ …， fe + f + m ) 的一个排列. 
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…… 八叫 ， W = 叫 +1 八 … 八 COjfc + l, 

这里 d， ••， + t 是 1- 形式 . 

引理两个单项式的外积仍为一单 项式： 

0»j/\ …/\ 叫）八 （叫 +t 八 … 八 o* +l ) 

■ ■ __ _■ ， _ 滅 

= 说 \ t \ … A\°>k h w»+i /\ … A ^*+». 

证估计左本双方在 A + / 个矢量^， … ， 6 + i 上之值 . 由 （ 1) 式， 
左方之值应为以下的乘积之和 

2 土 det |<^(§、）卜 det \ a > t C^ ；w )|, 

I < t < Je i<< <h + l 

各项是一个 6 + / 阶行列式前 6 行的一个子式乘以余因子.由行 
列式按前 6 行之子式展开的拉普拉斯定理可知，其各项之符号按定 
义 （ 1) 选取，这个和等于行列式 det|o),(t>l. □ 

由此引理可知运算八和 A 是一 致的： 我们依次可得 

s ► 

八八① 2 ， 

切1 八 o 2 八 w s = ( C 0 i 八 o >2) Aos = (« iAcL > a ) 八 o 3 ， 

切 1 八叫八…八 = ( … CC^iAc^z) /\<»3) 八 … 八仿 *). 

因此单项式的八 - 乘积的可结合性可以得自 1- 形式的 7T - 乘积 
的明显的可结合性 . 于是由上面所看到的，一般情况下的可结合 
性得证 • 

题2 试证 i - 形式，或一般的奇次形式之外平方为零：当&为奇时0>八0> 4 
= 0 * 

U 

I 考虑 R 2 n 上的坐标系夕1，*••夕 n ，9 l ， …，<?! •以及 2-瑕式 W = Pt Aqi . 

* - 1 

[这个形式在几何上表示一个平行体在《个2维坐标平面（九， 9l ), …， 
( Pn 9 qn ) 上的投影的有向面积 之和. 以后我们会看到2-形式0) 2 对+哈密 
:尔顿力学有待殊的意义 • 可以证明， R 2 ” 上的每一个非退化①>形式必可在 
姜个坐标系中写为 G >、] 


①一个双线性型非退化是指 Vf _0, 
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问偃 3 求2-形式 W 的外平 方* 

答 6 > 2 a ^ 2 = ApjA<3i A<n • 

碎題 4 求 ct ) 2 的次外幕 （6> 2 ) * = Ci ) 2 A … /\ o 2 ( fc 个因子 )• 

答 o> 2 八 … 八 o ) 2 - ±k\ V] piiA ## *APi fc A^<iA ## * 

^ * 1<- < * h 


特别是 


o 4 A 

、 — 


A' 

n 


A© a 




士 mi?i 八 … 八 p • 八 gi 八 … 八 g». 


除了相差一个因子外它是 R 2 * 中 2 r* 维平行体的体积 . 

例 2 考虑有向欧氐空间 R 3 . 每个矢量 A€R a 通过 0 ^( 5 )=( 及,§)决定一 

个 1 - 形式 ( 数量积>，又通过 

①又 (Uz) ^ ( 4 , Ui) ( 混合积 〉. 

决定一个 > 形式 

问题 5 证明映射 A+g^ ， 八 + ①又是 A 之矢量空间 R 3 以及 RMi 之 1 - 形式 fi 

间与 2 〜形式空间的同构 • 若在 R 8 上取有向的标准正交坐标系（々，〜，々)，则 

co ^ = A x x x + A z x 2 + A t x 9 . 

① A = 八 A + A % x^/\x ) l -¥ A % x x /\x % . 

注这些同构并不依赖于有向标准正交坐标系的选取 * 但 
它们依赖于 R 8 中欧氐构造的选取，同构还依賴于定向的选取 （贈地 
里来自混合积的定 义 〉. 

问睡 6 证明在上述同构之下， 1 - 應式的外积就成为 R 8 中的矢量积，即有 

co \/\< o x B ^ 0^,扣对任意4，丑6民 8 - 

这样 1 - 形式的外积可以看成是的矢量积在髙维时的推广 • 然而在 
« 今 3 时，此积并非同一空间的矢量：只在《 = 3 时， R* 的 2 '•形式空间同构于 
R\ n = l 时 . R 1 上的 2 - 形式空间为 0 空间 . 

- \ 

问蘧 7 证明在上述同构下， 1 〜形式与 2 -形式的外积变成中矢董的数置 
积： 

= (A ，®) 欠 1 八戈 

C 在映射下的性态 




U 6 ^ 



令 / : R w — R " 为一线性映射，0*是(?"上的&-形式.则必有 
RMi 的一个 A _ 形式 /* V ， 它在為个矢量匕，…，匕 € R •上的值等 

于0> 4 在 I 、…、匕的象上 的值： 

(/ *)(1，…， D </f 1? -,/?*> , 

问题8 验证 /*« * 确是一个 形式. 

问題9验证/是 R - 上的形式空间到 R " 上的 A - 形式空间的线性算子（上 
标星号表示 /* 与/作用的方向相反 

V > A ^ 

拘題10令 /:R*+R "， 仍验证(5 9 /)* =产％' 

狗 題11 验证 /* 保持外乘积： r ( co ^ A < o ^ = (/*©*) AC /* c » , ). 

34 微 分形式 

我们在这里 给出锇 分流形上的微分形式的定义 • 

A 1- 微分形式 

微分形式最简单的例子就是一个函数的微分. 

«考虑函数 y = /00= V . 它的微分 = “依賴于点％和“变元的增 
量”，即 X 轴的切矢量 L 固定点 X . 这时函数在 X 的微分 d / U 线性依赖于 f . 
S 此若义=1且切矢量 f 之坐标为1,则= 2,若 S 的坐标为10则 20( 图 
140 ). 

令/: M - R 是流形 M 上的可微函 
数(不妨设想一个“多元函数”/: R "— 

R ). 它在 x 处的微分 c // U 是一个从 M 

在$的切空间到实数集上的线性映 

射. 

df mt TM ^ R . 

我们回想一下节18 C 中关于这个映射的定义& 

令 f 为曲线 xO ): R — M 的速度矢量： xiO ) = x , x (0 ) = I . 
这时我们定义 ^ 
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问 令 € 为平面曲线 ^(0 = cost，y (0 

= siM 在 f = 0 处的的速度 矢量. 计算函数 

x 和 y 的微分</%和 c/：y 在矢量 g 上的值（图 
141). 

答 dx\ tl 0} Qy = 0, ^^1(1.0)(|) = 1, 

注意，函数/在点处的微分 rf /* 是切空间上抢 
卜形式. ” 

/在流形 M 上的微分 rf/ 是切丛到实数集的光滑映射 
df. TM—R (rM= UTM X ). 

这映射是可微的而在每个切空 &rM*c=:rM 上为线性. 

定义流形 M 上的1阶微分形式 （1 -微分形式〉就是切丛到实数 
集的光滑映射 

g >： TM -^ R , 

而且它在每个切空间 rM* 上是线性的 . \ 

可以说， if 上的 1- 微分形式就是 riiz* 上“对％可微”的代教 
1 - 形式， 

问題2证明实轴上每个 1- 微分形式都是某函数的微分. 

问應3 求平面上一个圆周上的一个 1- 微分形式，使之不是任何函数的敵 

分. 

B R" 上的 1- 微分形式的一般形状 

取坐标为々，…， 心的 矢量空间为记住切矢量 f € rR 2 的 
分量 I ，…， L 就是微分 dx iy rfL 在 f 上之值. rR ; 上的这 n 个 
1-微分形式是线性无关的.所以 d Xi ，…， dx H 构成: TR ；： 上的 1- 形 
式的》维空间的一个塞底，而: TR 5 之每个 1- 形式都可写成 a , dx x + 
…+ a H dx nJ a i 是实系数•现令 0) 是 R " 上任意的 1- 微分形式.在每_ 
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图141问题1 


点 A 它都可以唯一地按基底展开.由此我们得到 
了： 


定理具有给定坐标系仏， …， ％的 R* 上每个 1- 微分形式都可以 
唯一地写为以光滑函数仏00为系數的 

CO = Oi (^) dxi + . ••+ 0 % ix ^ dx n , 

问 AS 4 计算 = d Xi 9 co z = x L d x if co s — d r a (r 2 ~ + ^ 在矢量 《 i ， 《 2 , 

上的值（图 142), A 


答 




€ a 

fa 

»1 

0 

- 1 

1 


0 

- 2 

一 2 

<Ot 

0 

- 8 

0 


fl 

u 










■ - u ^ - 1—^rt 

O 12 3** 


图 142 问题 4 


RH 5 令 a , …，是流形 M 上的函数而构成某区域中的局部坐标系 • 
证明这个区域中每个 1- 微分形式都可以唯一地写为《> = a / x ) (/义+… -K 
a m Wdx % . 


C fc - 微分形式 

定义 流形 M 上： T 点处的 ft- 微分形式 L 就是 Af 在无之 切空间 

, ' 

»上的外形式，亦即对于在 x 点切于 M 的 A 个矢量^1，•••，€► 
的 A- 线性斜对称函数《 

若在流形 ilf 之每一点 x 处都给出这样一个 W I * 而且后者对 -ar 

可微，就说在流形 M 上有了一个&阶微分形式 W. 

问題6 在元素为个切 M 于某点 x 的矢置的矢量组上给一个自然飭«分流 

形构造. 

一个阶微分形式就是从问题6中的流形到实数集的光滑陕 

■ ♦ 

射. 

问题7 证明 Af 上的 fc- 形式构成一个矢量空间（当 ft 不超过於之维数时是^ 

无限维的）. 

微分形式既可以用数乘也可以用函数乘.所以微分形式; 
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集合具有 M 上的无穷可微实函数环上的模之自然构造. 

D R 2 上微分形式的一般形状 

取具有固定坐标函数 A ， …，的矢量空间 R " 为流形 
M , 固定一点怎.我们前已看到《个 1- 形式 … ，心£：•是切空间 
: TR 2 上的 1- 形式空间的基底. 

考虑基本形式的外积 
dscij\ …/ \dx “， 

我们已在节32中看到，这 Ci 个形式是 rRi 上的外形式空间 
的 基底. 因此， TR ；： 上的每一个6-外形式可以唯一地写成 

‘》心“八 …八心 ： 

< 1<“+< * * 

现令 0) 是 R •上任意的微分 形式. 在每点: T 它都可以用以上 
基底来唯一地表示.故有 

定理具有给定的坐标系々，…， a 的空间 R * 上的每一个 t 微分形 
式都可以难一地写成 


G> k = 0 。,-•山 ⑻心…八…八 tfflf “ 

* 1 〈…麝 


之形，这里 Or ) 是 R •上的光滑函数. 

jfajS 3 i+^LOi = dx l Adx 2f co z = x 1 dx 1 Adx 1 -x 2 dx 2f / \dx l 和 o 3 = r</r 


f\d<p ( 这里 A = rcos 炉，心 zfsiu 炉）在矢量 

HCSu ”山 n ^? n ( Ss , nz > 上之值（图 143), 

_ 


签 

(fi ， 巧 l ) 

0>1 

i l -i 

G>» 

2 1 -3 

©, 

1 1 — 1 




o i 

图 U j 问题 8 




#3 题 9 itw o> 1 ^dx t /\dx % j o x -x x dx % /\dx % 和 c»* 二 
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^ x^+xl + xl ^ 在点 *=(2,0,0) 处的矢蚤对 &= a ， l ， l ), n =( l ，2,3 )_h 
之值. 

答 G>i = 1 9 G) 2 = — 2, ©3 = — 8 . 

问题10令 A , ••• ， 欠 • ： M~^R 是流形上某区域中构成一局部坐标系的函数， 

证明在此区域中每个微分形式都可唯一地写为 

-• _ , t 

• ikWdXi'N …/ \ dXi “ 

i |< - < i t 

例微分形式中的变量变换.设有1^中的两个坐标系和 
yu y*. 令©为1? 8 上一个2-微分形式.由上定理， g > 在欠坐标中 
可写为 (0 = Xidxz/Kdxz^ X t dx^/\dx x X B dx x f\dx tJ X u X Z9 

X s 是々， x a ， ： v 3 的函数，而在夕坐标中可写为八心^ 
+ Yidy^Adyt + Y 9 dy t /\dy ty Y u Y %y V 3 是 : y 2 , 的函数 • 

问解〗〗已知在 w 坐标中写出的微分形式 （即 已知义<)以及变董变换公式 
r = x ( y ) f 写出： y 坐标中的微分形式》即写出 Fp 

解我们有 = ^ x i / 9 y l ) dy 1 + ^ xl / 9 y ^ dy x i - C ^ x ^/& y ^ dy ^ 

故 

dx . Adx ^^ dy , +~| grfy , + 贵办 *) 

由此知 

飞 ， —v DOc 2 , 饮 3) 丄 V I 

Fs=Xl DCy lt y ^\ 

t \r 欠 2 ) 

十 Xs 

等等 • 

E 附录三维空间中的微分形式 

令 M 是一个3维有向黎曼流形（在下面的例子中 M 都是家 





雒欧氏空间 R 3 ). 令〜欠2, 为局都坐标而线元素的平方为 

ds 2 = Ejdsc\ + E 2 dx\ + E z dxl 

(即设坐标系是三重正交的). 

佝题12对欧氏空间 R * 之笛卡尔坐标 x ， y , &柱坐 
标 r ,< p , z 以及球坐标 
144). 

答 ds z = dx z + dy 2 -b dz 2 ^ dr z A r z d < p z ^- dz z 图 144 问題 12 

= dR z + R z cos z ^d<p z + R z dQ z • 

我们用 e K e 2 、 e 3 表示坐标方向的单位矢量.这三个矢量构成 

切空间的基底. 

何题 u 求 
上 的值. 

答 dx . ie ^^ X / y / E ^ 其余为零.特别 
是对 笛卡尔坐标有 dx ( e x ^ = d ( j ? e ») ~dz 
Kfiz ) = 1 j 对柱坐标 ☆ ( Cr ) = = 1， 

=y (图 145); 对球坐标 dR ( eji ) 

= l ， cf 9?( e v )= 而^^(〜)=1/及. 

流形 M 的度量和定向给出了 M 在各点的有向欧氏三维空间构 
造的切空间.使用这个构造就可以讨论它们的数量积、矢量积和 
混合积. 

狗题 M 计算[仏^二， （ Ci (， ee ) 和 ( e r ， e ，， e ，）. 

« e a ， 0,1， 

在一个有向欧氏三维空间中每个矢量 A 都相应于一个 1- 形式 
必丄和一个2-形式定义 如下： 

矢量场和外形式的对应关系不依赖于坐标系而只依赖于欧氏 
构造和 定向， 因此流形 AT 上的每个矢量场 A 都对应于 M 上的一个 



图 145 问题 13 
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微分形式和一个 2 •■微 分形式 col . 

由矢 量场变 为外形式和反变回来的公式 在各坐标系下形状不 
同.设在上述坐标欠1，和中，矢量场 A 的形状是 

A - A x e x + A z e z + A z e z 

<分量忒是 M 上的光滑函数)，相应的 1- 形式应按基底 d Xi ^ 
解而 2 - 形式则按基底分解. 

狗蘧〗5已知矢量场 A 的分量，求 1- 形式和2-形式0>又的分解式* 

解我们有 = (4, 费 1 〉 = •故 C^idXi *f o^dx^ CCi) 

~ didx I = Oj/v /Sif 由此知 A = ^4iv^£i， 从 Tfff 

g > a = Ai \/ E 2 dx z + A s \/ E ^ dx Stf 

词样地有 <d e 3 ) = (4, e 2 t es ) ^ A lt , 于是 

(. aidx 2 /\ dx !l + a 2 dx i Adx l + a ^ dx ^ Adx ^) ( c a , e 8 ) = « i /\/^ 4 £ a . 

所以而 

a>X = A ^ E ^ Eldx^dXs + ^ y ' E ^ E ' 1 dx 1 i Adx 1 
+ ^ / ' E 7 E 1 l dx x /\ dx z . 

特別是，在 R 3 的笛卡尔坐标、柱坐标和球坐标系下，矢爱场 
A ~ Ate m 十 +^4*c* = A r e t + A 9 e v + A «c* 

* + + ^4 e®e 

相应于 1- 微分形式 

co l A = A»dx + A^dy + A t d^ - A r dr + A v d<P + Axdz 
~ AndR + RcosQA v d<p + 

湘 2 -微分形式 

g >\ Atdy Adz + AtdzAdx + A ^ doc/\dy 

- r . A r d < p/\dz + Aq > dz/\dr + rA s dr /\ d<p 
=- R 2 cosQA s d<p AdQ +■ RA v dO/\dR + EcosOA g dR /\ d ^>, 

流形 M 上矢量场的一个例子是函数 /: M — R 的梯度. 回忆 

一下，函数的梯度即对应于微分 

0>i rad/ 亦即 d /( f ) = ( grad /,^) V 苕 

I 
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的矢量场 grad / 


闲 BV 6: 求函数梯度在基底 euh ， &下的 分董. 

* 

解我们有 cf/ = /^x{)dx 1 + C^f/^x^)dx !L + (沒 //ax a )jx a ，由 hS 


grad/ = 




af 




3 X 


^ E % 打 1 


e a 


各 f 


\/E z 办 3 


e . 


在笛卡尔坐标系、柱坐标系和球坐标系下有 


0 f 


■ ， • * 


grad / = -^- e r+ ^ 


+ 


上 f— 


e 






9 <p 


Le . 






EcosO 》<p 


q > 


JL 1 L 

R 90 


咨 9. 


35 微 分形式的积分 


我们要在这里定义链、链的边缘和微分形式在链上的积分的槪念. 

微分形式的积分是诸如流体通过某一曲面的洗量或力沿一路径之功这: 
样一些概念在髙维下的推广. 


A 1- 微分形式沿路径的积分 

我们先从流形 M 上的 1- 微分形式 o ) 1 之积分开始.令 

V ： 

为光 滑映射 (“积分路径”）.微分形式 
C ) 1 在路径 V 上的积分定义为黎曼和的 
极限.每个黎曼和都由微分形式 C 0 1 在 
一些切矢量^上之值构成（图 146): ^ 




n 





图146沿一路径积分 
一个形式 
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切矢量匕作法如下,把区间用点 /<分 成小段 A i: 

区间 Ah 可以看作是 （ 轴在 t 点的切矢量.它在 M 于 V ( G ) 点的切 
空间土的象是 

I a (A*) G TM 

当最大区间趋于零时黎曼和有 
极限.它就叫作 1- 微分形式&沿路 
径 r 的积分. 

■s 

P 微分形式在々维曲面上的积分 图147 在曲面上求积一个2-形式 

可按照类似模式来定义.把积分曲面分成小的曲边々维平行体（图 
147)： 把这些平行体换成切空间上的平行体.微分形式在切空间 
上的平行体上之值之和当分割加细时有一个极限，我们先考虑一 

个特例. 

B 有向欧氏空间 P 上的 fc - 微分形式之积分 

令汉1，…，％*为 R * —个有向坐标系* R * 上每一个微分形式 
都正比于山^八…八即可写为八…八心*， 

癱 

少（义）是一个光滑函数. 

令 D * R fc 中的一有界凸多面 
体（图 148), 定义形式 V 在 jD 上的 

积分即为史的积分： 图148在办维空间中积分 

右方的积分理解为通常的黎曼和 极限. 

这个定义是按照以上的模式的， 因为这 时流形的切空间就是 
流形本身， 

何題1 证明线性依赖于 


<pCx) dxfdx ，， 


-个 ㈣ 式 




肉题2求证 I 若将 D 分成两个不相交的多面体认和 At ， 则 
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一 般情况 （《 维空间的 I 形式）不易把分割的单元看成切 
空间的平行体；这个情况下面再考虑. 

C 微分形式在映射下的性态 

令/: 是光滑流形 M 到光滑流形#的可微映射，0是 

iV ■上的微分形式（图 149). 这时在 M 上也会出现一个 适当德 
定的微分形式/%),定义为：对于切矢量…， 



图149 iv 上的微分形式诱导出 M 上的微分形式 

(,* 0 )( 6 , …， D …， f 上) • 

/* 是映射/的微分.换句 话说， /*0>在矢量 I ,…，“上之值等 f 

在这些矢量的象上之值. 

供若 x 2 ) =flf 1 s +AT a 2 |fi!a) = £fy, M 

= 2 id X j + 

_靄 3 证明 /■ •^是 M 上的一个 / J - 微分形式. 

A 

闲題4 证明/ # 保持微分形式的 运算： 

/♦(Aia?^ A a a? a ) ^A^CcoJ +A & f m (co z ') f 

/*<» 2 ) = (/*^ i ) AC /* G > a ). 

筠 IH 5 令仍 L + M 也是可微映射.证明 ( fg ” = g 〒. 

问腰6 令 A ， D 2 是有向灸维空间中的紧凸多面体，/:凡+仏是一可锒 
映射且将仏的内域保持定向地微分同胚①于之内域上.这时，对 D a 上的任 


® 即一个 1-1 的具有可微逆的可微映射. 



意 h 微分形式有 

f f * co h = r 

I J X) 2 

提示： 这就是重积分的变量变换定理 

f •••’ y ^<y?cy(x))^Wx* »= f 少 （ ^OtfyfcTy* 

• f i>l **S JC*) J d 2 

D n 维流形上的 fc - 形式的积分 

令公为 《 维流形 A / 上的 fc - 微分形式. D 是6维欧氏空间 Rf 
中的一个有界凸6维多面体（图 150). “积分 路经” 的作用将由 
M 的一个 fc 维胞腔 or ①来承担，它可用0=(1),/，仏)来表示《 



图 150奇6维多 面体 


1. DcR * 是一个凸多面体， 

2. ikf 是一个可微映射， 

3. Or 表示的一个定向. 

定义 k -形式 o 在维胞腔 a 上的积分即相应的微分形式在/> 
上的积分： 



问题7 证明这个积分线性依赖于微分形式: 


Xx&i + ^ % G>% = X t [ G>1 + A,f fi> 1# 

仅定向与 CT 不同的左维胞腔称为负 < J , 记作 -CT 或 - 卜0* ( 图; 


( D 胞腔 <7时常叫做奇异 A 维多面体. 
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151) • 

图 151 问题 8 

狗题 8 证明当定向改变时积分变号： 

J_c^= - K ① 

E 链 、 

集/ CD) 不一定是 M 的 k 滑子 流形. 它可能“自交”，也可能 
“折迭”,甚至可能化为 一点. 然而即令在一维情况下，限制积分 
路径只由一段构成，是显然不方便的.考虑由几段组成的积分路 
径，每一段可以按不同方向、乃至不止一次地走过，这是有用 

b 

的.髙维情况类此的概念称为链. 

定义流形 M 上的》维链包含了 M 上有限多个《维有向胞腔 
…， cr , 和整数叫，…， m , (称为重數，它们可正或负或0 ) •链记作 

c k -m x ai + 

我们引入自然的等同关系 

mjcr + m 2 a = (jn^ + m 2 )cr 
+ rrt 2 a z = m z a 2 + Ocr = 0 c* + 0 = c km 

4 ■ • r 

狗腰 9 证明 M 上所有 / e 维链的集是一个可换群，如果我们定义链的邡法为 

(miCri + … + m r a r ) + (m\ o\ + •••+ w^cr^) 

=UliOx + ••• + m，<7 r + a\ + ••• +//)、£?’,〆 

F 例： 多面体的边缘 

令 D 是維欧氏空间中的一个 
凸有向维多面体 • D 的边缘是 R 1 
的一个 （6-1) -链^0，定义如卞 
(图 152〕. 

链的胞腔 a , 即多面体 D 的 图152有向边缘 
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a-D -维面 A 以及将面嵌入的映射 / i : A—RS 以及如 T 
定义的定向 Om 重数都等于 l : 

x 

aD ~ icf*i <yi — CD,- ， /‘ ， Or f ) • 

« 

边缘的定向规则.令 h ， …，匕是1^的有向标架.令汉是乃的 
一 个面.取 A 的一个内点由此作 Z ) 的外法线矢量 w . 取£^上的一 
个标架 A ， …，.使 in , f u •**, / fc _ i ) 有正確定向（即与仏，…， 
仏相同的定向）， B 卩以之为 I ),的定向标架. 

可以同样定义链的边缘.令 cr =(£)，/， Or ) 是流形 M 的一个 
* 维胞腔.其边缘是由胞腔 m =( A ,/„ O n ) 组成的 a-V 
二链：时 = 2 cr ,， A 是乃的(*-1)-维面， On 是按以上规則取 
的定向而广是映射/: 在 A 上的限制. 

M 之 I 维链 c fc 的边缘就是 c * 边缘按其重数求和（图 

153): 

O 

图 153 链的边缘 

sc k =9(jn i a 1 + *** + rn r <7r) =m 1 aa 1 + +m f 9a t ^ 

显然是 m 的一个 a~D -链.① 

问题〗 0 证明任意链的边缘的边缘为零： 

提示由于 a 为线性，只对一个凸多面体 D 证明 0 就行了，这只 
要证明 D 的每一个 (k-2) - 维面都在中出现两次而且重数 反号. 只需 
对灸 =2 ( 平面截口）来证明即可 . 

①这里只讨论 fc > l . 如果作下述规定，则1维链_括在一般格式中了： 0维 
链就是附 f 重数的有很多个点 的集： 有向区间3的边缘是五一3(丑的重数 
是1 , j 的重数是 一 1 ) ; 一点的边缘是空集. 
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< 3 微分形式在链上的积分 

令为 M 上的 A - 形式， c * = 2%%是沉上的6 -链. 形式6) § 
在 c » 上的积分定义为胞腔上的积分并按重数 求和： 

CO h - 2 泔 i f 

问題 n 证明积分对微分形式是线性的： 



HS 12 证明一个固定的形式 0>* 在链 C * 上的积分定义了链群到实敷集的〜 
个同态. 

供1、令 Jkf 为乎面 O 1 为/>如1， C ； (是 一个一重胞腔 cr 

[ o < f <2 开 ]—> Cp - cost , q = sinf ) 

所成的链.这时—般说来若链 
A 表示一个区域 G 的边缘(图154)，则以夕扣 
等于±仿之面积)，符号视矢量对(外法线， 

有向边缘矢董）与 ( P 轴，9轴)有相词或相 
反定向而定. 

令 M 为有向3维欧氏空间 R a . M 上 
每个形式以都相应于一个矢置场 
(©、以)，而 



图154户勿沿区域达缘之积分 
等于此区域的面积 



o>J>(5) = (A, 

在表示曲线丨的链 Q 上的积分称为 A 在曲线/=上的环流* 
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M 上的每个 2 -形式 v 也相应于某个矢暈场 a ^ = g > x . n ) = 

04,4, 11)). 

形式在表示一个有向曲面 s 的链 a 上的积分称为 

舰量《 



CA ， rfn ). 

8 


mmn 求矢量场為=(1/丑 2 )〜在球面/+^ 2 +#=1上的通量，球面定向 
由：=1处的矢置 e , 决定. 求此场穿过楠球面<^*/° 2 ) + CvW ) + ? = 1 
的通量，定向同上. 

提示参看节 

闲疆14设在 2 n 维空间 ^={0^ ，…， P*l Qu …， 殳|| )}中有一个2维链〜表 
示边缘为 / 的 2 维有向曲面 S 1 . 试求 

f dpiAdqi^ "* +dPnAdq*^{\ + *•• + . 

J 畚 2 v I 

詧它们是 S 在 2 维坐标平面办，心上之投影的有向面积之和 • 


36 外微分 

. • • • 

我们在这里定义 I 形式的外微分并证明斯托_ 定理* —个微分麥* 

的外微分在一个链上的积分等于这个微分形式本身在链的边缘上的积分* 

• , 

r 

A 例： 矢置场的败度 

• ^ 

流形 AT 上的一个形式的外导数是同一流形上的一个 
(&+1)- 形式 rfa . 由一个形式变到 
其外导数相当于作一个函数的微分或 
求一矢量场的 散度. 我们回櫬—下散 
度的定义. 

令 A 为有向三维欧氏空闻 R 3 上的 餌155矢:!场散度的定义 
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一个矢量场， S 为顶点在 X 的三个棱 6 所成的平行六面体 
n 之边缘（图 155 ). 考虑场 A 穿过表面 S 的 c “向外的”)通量： 


FCm - \iA,driy. 


若平行六面体 n 很小，通量 f 就近似于平行六面体厂=(匕 
| 2 ,匕）之体积与％点“源密度”之积.后者即 


,• F ( e n > 

e s V ~ 9 

ell 是以 4 2 , 为棱的平行六面体.这个极限弁不依赖干平 

行六面体 n 的选取而只与点％有关，并称为矢量场 a 在％的散度 

divA, 

要想进到高维情况，我们注意到穿过曲面单元的通量” 
是一个 2 —形式，我们称为于是散度就是 3 -形式 = 

八办八心表达式之密度，而因为 

公 3 ( m ) -dlyA^V^ u n ) 

故散度表示“单元平行六面体中的源”. 

«维流形 M 上的 A -形式的外导数可以定义为 0 )* 在 
(务 + 1 ) -维平行体之边缘上的积分的主要重线性部分 • 

B 外导数的定义 

我们来规定形式心*>在 AT 之 x 点的+ 1 个切矢量…， 



图156曲边平行体 n 
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上的值.为此，在 M 的: r 的某邻域中取某坐标系，即由欧氏空间 R " 
中点 O 的一邻域到 M 中 x 的某邻域的可微映射/ (图 156). 

矢量^、…、在/的微分下的原象位于在0点 
的切空间中，所以可以把这些原象看作矢量 

取这些矢量在 R •中所张的平行体（严格说来，我们必须 
把中的标准有向立方体及其到 n * 上之线性映射看作 R * 1 中的 
一个 (6+1)- 胞腔.此映射 把边仏 ，…，& +1 映为 
映射/把 n 映为 m 上一个 ( k+v - 维胞腔（即一个“曲边平行 
体”）.胞腔 n 的边缘是一个^链^1,考虑形式<^在11的边缘 an 
上的积分： 

尸 （匕 ，…， u = f V . 

J 9 n 

例我们将把光滑函数 < PtM ^ R 称为 M 上的 0- 形式 . 0 -形式免在0 - 链 
化^^/^山以^是整数丄是於上之点）上的积分是 

<p - Sffij <pCAi)^ 

这时以上的定义将给出函数炉的“增董”尸 （D =炉00 -屮 ⑶ （W 
157), 而 F(l) 在 0 的主要线性部分只不 过是？ 的微分 • 

H 麵】证明函数尸 （&»•”， 对 f 是斜对称的 • 

可以看到，“增量”尸(匕， … ，匕 +i ) 

^主要作 + 1)- 线性部分是 M 在$处的 
切空间 rM * 上的一个 A + 1)- 形式在 
…， 上的值.这个形式％依赖于 

用以定义曲边平行体的坐标系*它称图 157 —维平行体边缘上时 
为形式 &)* (在 X 点的）外寻数或外紙 积分是函数的改变嫌 

分并记作°^\ 

V 
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C 关子外微分的一个走理 

定理存在一个上的唯一 （A + 1) -形式 D 它是曲边平行体 
边缘上的积分 FCet ， …， e 匕 +1 >在0处的 （6 + 1) -线性主部，即 

(1) F(eL，".，D =e* +i fi(U +i ) 

+ o(e i+1 ), ( 卜 0). 

形式 i ? 与定义 F 时用的坐标糸无关.若形式①*在 M 的局部坐标泉 
•••，％*中可以写为 

G> h = 芝。“…, 〆 ％ 八…八 d %， 

則^可写为 


< 2 ) D ~ d 6 > u =2如 i …“八八…八 rfjf ,” 


我们将对 A, A 平面上的形式 
o l ^ aisc u X 2) dx t 来证明此定理 .一 

般情况下的证明完全类似，但计算吏 
为冗长， 

我们来计算 F(f，n), 即 w 在以 
1, n 为棱以 o 为顶点的平行四边形 
(图 158) 边 缘上的 积分. 链由区 





图158关于外导数的定理 


间0 < / < 1到乎面上的四个映射，+ 


ph + G 组成，其重数各为 i , 1, 因此 






- [ a ( t |0 - oirit +^ r) s }dt 

这里 ~ 1 Vi = j Sz ~ )} *7 s e 心^(巧）是矢量 f 

和 n 的分量.但是 




參 
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{ 导数 是在 ％ 1 = 0 处取的）.同祥 


aQnt^^ - a Ct70 = ——ii + -— 1 2 + 0(f 2 , tj*). 

9 SCi 於 SC2 

在积分中应用这些式子即得 

=f 0)1 = ^ zm - i.rjO + o t | 2 ). 

J »n ^x 2 

(1) 中提出的 F 的主要双线性部分恰好是 2 -形式 

Q = -^- dx 2 Adxi 

^ x % 

…在一对矢量 f ， t / 上之值 • 因此所得的外形式即 (2), 


如 賊 = ^ t dXl Adx ^ 会如仏 



9 a 


打 2 


dx z Adx u 


最后，若坐标系由 A ， A 变为其它的 
坐标系（图 159), 平行四边形 n 变为 
一个很接近的曲边平行四边形 n /， 

于是积分值之差 f &将是 

J • n J •n / 

髙于 2 阶的小量(请加证明!） • □ 

.问 B 2作出一般情况下该定理的证明* 
问應3 证明和与积的微分公式 

J (6 ?i + <» 2 ) = d < o x ^ dco % 





图159外微分对坐标 
系的独立性 


和 


di<o* /\a> 1 ) =cfo>* A^ 1 + (-!)*<»* 
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问题 4 证明微分的微分为零： dd = 0 . 

问题5 令是一光滑映射，0是％上的一个 / e - 形式.证明广 Wo > 

-d(f" (o '). 

D 斯托克斯公式 

关于外微分的 定理的 最重要的一个推论是牛顿-莱布尼兹-髙 
斯〜格林-奧斯特洛格拉茨基-斯托克斯-庞加莱 公式： 



c 是流形 M 上任一个 （ & + 1) -链， 

O 是 M 上任意的々-形式. 

为证明此公式只需考虑链由一个 
胞腔组成的情况即可.先设这个胞腔 
O 是有向平行体 nc = R * + 1 (图 160). 

我们把 n 分割为个与 n 相似 
的全等的小平行体 n u 于是，显然有 



图160对于平行体的斯托 
克斯定理的证明 



+ 1 




n< 




由公式（1)，我们有 


凡=而 G { ， …』【 +1 ) + w - ( * +， 


这里 U ， …，。 +1 是11 ( 的棱.但 i +1 ) 是 j/o 的 


黎曼和.很容易验证 o(N 


U +U 


) 是一致的，所以 


+ 1 


lim}2 F t = lim^ …， f “!） = \ 
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最后，我们得到 



0) = 2.P ； = Hm^iFi ~ 

N~*oo 



对于其多面体为平行体的链，由此自然有 （3) 式. 

为对任意凸多面体 zn 正明 <3)， 

只需对一个单形①证明它即可，因为 
乃总可分割为单形（图 161): 

D = bD - 

我们将对一个单形证明公式 (3) • 

注意，一个6维有向立方体总可以这 
样映为一个 / s 维单形使 图 iei 凸多面体分为单形 

1. 立方体的内域微分同胚于单形的内域且保持定向 | 

2. 立方体某些 （ A -1) 维面的内域微分同胚于单形的面的内域， 
且也保持定向；立方体的其它 （fc _ 1) 维面映到单形的（备- 
2) 维 面上. 

例如在 A = 2时，映正方形为一个三角形的这 
样的一个映射将是％ = = AA (图 1 G 2) •于是对单形的公式 




图162对单形证明斯祀見斯公式 


①一个二维单形即一个三角形，三维单形是四面陣，而维单形则是 R 11 中不位于 
任一个 ( k - 1 ) 维平面上的 fc + 1 个点的凸包. 

* 

例： { xeR ^ $ 〜彡0且2 
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< 3 ) 将由对立方体的公式 （ 3 ) 和变量变换公式得出 （参见 节 
35C). 

例1考虑坐标为灼，… ，夕 》，仏， … ，〜的 R 2 " 上的1-形式 

0) 1 =九 rfg! + …+ p n dq n = pdq. 

+ dp n Adq n = dpAdq t 所以 

ff dpAdq= f pdq, 

J J ^ 2 J 9 ^ z 

特别是在为闭曲面 Oc 2 = 0) 时 ， f dpAdq - O m 

J J *2 

E 例 2 ——矢置分析 

在一个3维有向黎曼空间 M 中，每个矢量场 A 都对应于一个 1- 
形式和一个2-形式0)么因此，外微分可以看成是对矢量的运 

算. 

0 - 形式（即涵数)， 1 - 形式和 2 -形式的外微分对应于梯度、旋 
度和散度如下： 

^/ = O *9 r.d/ , ^ ?»rlA 1 = (dlvA)^ 3 

( o 3 就是 M 的体积元素）.因此由 （3) 式有 

f(y)- f ix') - J gradf •dl^al = y ~ 


Adi - 


curlA * c?it 若 


Adn 


( diwl )6> 3 若9/)=又 


何題 6 证明 

div[^, B1 = (curl-4,B) - (curlB, A), 
curl ( aA ) - Cgrada , AJ + acuilAm 


m * 



dlv(aA) = (grada, A) + odivA. 

提示对微分形式的积用求导公式 

二 dOA 八 W ) ^ do > XAco ^- a >{ Adoy ^ 

问题7 证明 curl.grad = div curl =0* 

提示 dd = 0 

F 附录 1: 三正交坐标系中的矢置运算 

令〜〜 々为 ilf 上一个三正交坐标系，心 2 = + E % dxl 

^ E z dx \, 而的是 单位坐标矢量（参见节 34 F ), 

问题8 已知矢置场 A = Axe ^ 乂 A + W 而之分董，求其旋度的分量 
解由节 34 F 

= 五 :cf 尤 1 + A^s/ 丑 鼇 + 

所以 


叫 = ( - tA^x) dx%/KdXt + ••• = 
由节 34 F , 我们有 


curl -A = 



~ ^ ~ 


替 h 


\/£i^i \/E x e % s/E^e % 


1 




^ x % 


» x s 


Ais/E, Jii^z Jss/Ez 



特别是，在 R 8 的笛卡尔坐标系、柱坐标系和球坐标系中分别有 

V . f 

C uri ^ -)e 9 

\ 0 y 9 z / \ 9 z / 
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9rA ^\e 

9 Z / 




—(HjAz 

r \ ~3r— 


g 儿 

0 (p 



f 


RcosO 


( 


0 A 


$ 


3 <p 


^A<pcos 0 

""" JO 


Cjt 


_L t 


勾一」 _ ^) e$ 

+ R\ aR cosO ^<p > 

狗 ■ 9 求矢量场 >1 = ^i«i + j4 2 e 2 + 』 3 e 3 的散度 • 

解 g>X = A 1 >/E^E s dx 1 Adx i + A i v / E^E 1 dx s Adx l + 所以 

d<x>X = ―-— CA 1 y/'E^E z >dx 1 Adx 2 Adx s + 

^ X j 

伹由散度的定义 

do>X = diyA^/E^iE^dx.Adx^AdXs. 

:这意味着 


divA 



y/E l E i E 1t 


9 

^X x 


A 1 ^E % E % J r^ 


9 


^X t 




啭别是在 R 8 的笛卡尔坐标系、柱坐标系和球坐标系中有 


div^A = 


^ Am + y 
0 x 9 y 


»Am 

~ 9 Z 



) + 

9 <p i 0 Z 


a? 


jocose 


( 


aR^cosOAn , ^RA^> ^ sRcosOA 


3 R 


3 qy 
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问题 M 上的拉普拉斯算子即是算子 A = divgrad . 求它在坐标义中妁 
表达式 • 


答 A/ = 







特别是，在 R 9 上有 

… m 



= ^r^osO [tr( RZ cos0 iw) + 9<pi~^%e 每 ) 



J9 



公 f 



G 附录 2: 闭形式与循环 

一个不 可压缩（而且无源的） 流体过区域 D 之边缘的 通量为 
零.我们要提出这个明显的论断的高维类比.若矢量场4适合 
divA=0 则为无源，而无源流体的髙维类比称为闭 形式. 

定义流形 M 上的微分形式《，若外微分为0，则称为闭形式 • 

特别是，相应于无源矢量场 A 的2-形式是闭的 • 还有，由; 
斯托克斯公式 （3) 有： 

定理闭形式在任一 a+i ) 维链 c* +1 之边缘上的积分为零 : 


0)* = 0，若 = 0. 

^ » c t+i 

问睡〗 1证明一个微分形式的微分恒为闭. 


另一方面，确有不是微分的闭形式.例如取 AT 为除去原点的求 
缠欧氏空间尺 3 :财=以-{0}，而2-形式为矢量场為=(1//? 2 )〜之 
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通量（图 163) .容易看到 di Y A = 0, 所 
以我们的2-形式 0)1 为闭.同时，它 
在任一以 O 为心的球面上通量为 4 jt . 

我们要证明一个形式的微分在球面上 
的积分必为零. 

定义 流形 M 上的循环就是边缘为零 
的链. 

上述球的有向表面就是一个循环.由斯托克斯公式 （3) 立 
刻就有 

定理一个形式的外微分在任意循环上积分为零： 

* = 0 — 0 * 




图 163矢量场4 


于是上达2-形式不是任何 1- 形式的微分 • 

在 M 上是否有不为微分的闭形式存在，这与 AT 的拓扑性质有 
次. 可以证明若 M 是矢量空间则其上每一个闭形式都是某一形式 


的外微分（庞加莱引理） . 


拥題12对 1- 形式证明庞加莱引理 • 

提示考虑 J ^ 1 ® 1 =平 ( A ) • 

狗)113证明在矢量空间中闭形式在任意 

循环上的积分为零. 

«示作一个以所给循环为边缘的 
<A + 1) -链（图 164) • 



图 1(54 —个循坏上的锥 


具体说来，对任意链 c 考虑 “c 上以 O 为顶点的锥” • 若将构造 出一个 


锥这个运算记为，则 

3。夕+ />。 5 = 1 (恒等映射） • 
0此，若一链 c 为闭，则奴 /><?) = <?• 
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袭 |题14 证明矢量空间上的任一闭形式均是外 微分* 

提示 利用锥的作法 • 令为 R_ 上的6-微分形式 • 我们如下定义一个 
( k -1) -形式(<0上之“上锥”）：对任意链 



#易证明（々-1)-形式 pw 存在且 唯一： 在 o: 点切于 R 11 的矢量匕 ，…， L-* 
上，其值为 

(夕。) * (Si， …， U = f < O t ( X t t ^ 19 

. 0 

容易看到，对于上的微分形式有 

</。/?+夕。£/=1 (恒等映射）. 

所以，若形式①*是闭的， dCpco *)-®*. 

网腰15令 X为 M 上的矢量场而 G) 为 k- 微分形式，我们用下式定义一个 
ik - 1)- 微分形式心 0>(0>»X 之内导数* 

(*、 o >) (4i， •••，4 * -1) ^ ， 4i ， •“， 总* ■ 1 ) • 

证明同伦公式，即对任意微分形式有 

vvvww^/> 

i»d + dix = L n 

是沿场X的方向求导的微分算子_ 

[L 对一形式的作用可以利用X之 相流切 4 由下 式定义》 

①）代）二 G>(£T：t). 

at *-* 

X* 称为李导数或渔夫产物 **: 种种微分几何对象顺流游过渔夫，渔夫稳坐 

W p X/V # >i 1 /'W'V/VS 

着钓出了种种东西 .] 

t 

提示 同 f/ 表示由下式定义的 H 同伦算子”，它把每一个 fc- 链 V:cr+if 

* 应称为 X与 o 之内积或缩.记作 X」o>. -中译者注 

#* 这自然是一个恢谐的说法，“导数"在俄语中是 44 产生”的派生词.而 “Poisson 
括弧 w 中 Po:sson (波阿松〉在不作为人的姓氏时是鱼的意思.-日译本注 
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变为 Ck + 1 ) -链 // y :(/ xcr )—= = 于 

是 

9 l y ~ y~ ^CHy) + iY(av). 

问题 IS 证明 3 -维欧氏空间（或黎曼流形上）的矢量积求导公式： 

curl 匚 a ， b ] = { a ? 6} + adir 5 - 6 diva . 

({ a ， 糾 = L 5& 是矢量场的波阿松括弧， 参见节 39). 

提示若 r 是体 积元素，则 

•curi[ c*,6]r = d t b ^ y ~ d t aX t &)■ ~ L a &， 

L if ia ~ ia L b 十 z{<7) 

利用这些关系式以及 dr = 0 这一事实，很容易由同伦公式导出 curl [«， t >] 这 
一 求导公式，* 

H 附录3 上同调和同调 

M 上々 -形式之集成一矢量空间，闭形式成一子空间而 （ 6 - 1) 
-形式之微分又是此子空间的子空间.商空间 

(闭形式）/ (微分） ^ H ^ CM . R ') 

称为流形 M 的& 维上同调群.它 的元素是闭形式的等价类，相互 
之间只差一个微分. 

问題 H 证明对于圆周5哦们有 HKSi ， R > = R , 

空间 //*( M ， R ) 的维数称为 A 维贝蒂敷. 

问题18求环面： T l =々 x 5 啲1维贝蒂数. 

不可压缩流体（无源）过同心球面的通量是相同的 • 一般说 

来在6-维循环上积分一个闭形式时，可将此循环换成另一循环， 

m 

* 最后一式是译者所加，它是一种积的求导公式（莱布尼兹公式)，而由李导数 
之定义容易看出.注意我们的定义是 



许多书上则符号相反 .由 r 非退化，故——日译本注 


鲁 
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图 165 同调的循环 


只要二者之差是一个 +1) -链的边缘（图 165): 



只要 a-6 =外 &+1 而且 c?a)* 二 0. 

庞加莱称这样两个循环为同调的. 

在适当定义①流形 M 上的链之群及其循环之子群与边缘（即 
伺调于0的循环）子群后，商群 

(循环）/ (边缘） ^ H k CM ) 

称为 M 的 A 维两调群. 

这群的元素是彼此同调的循环所成的#价类* 

这个群的秩等于 M 的务维 负蒂政（德拉姆 （De Rham ) 定 
理”） • 


第八章辛流形 

流形上的辛构造就是一个非蛻化的闭2-微分形式 • 力学系的 
相空间有自然的辛构造. 

在辛流形上和在黎曼流形上一样，在矢量场和 1- 形式之间有 


①我们的群 { C *} 必须弄得小一点，即将只有参数化方式 V 不同或只有多面体 D 

的选择不同的小块视为相同的.特别是,我们可以设总是同一个单形或立方 

•.. 

体.此外 .我们 必须取每一个蜕化的 H 6 腔 (乃,/， o ) 为零， 即若 

维数小于 A 时，取 (Z>,/,Or)«0. 
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自然的同构.辛流形上对应于一函数之微分的矢量场称为哈密尔 
顿矢量场.流形上的一个矢量场定义一个相流，即一个单参数微 
分同胚群.辛流形上的哈密尔顿矢量场的相流保持相空间的辛构 

造. 

流形上的矢量场构成一个李代数.辛流形上的哈密尔顿矢量 
场也构成一个李代数.这个代数中的 乘法运 算称为波阿松括弧. 

37 流形上的辛构造 

我们在这里定义辛流形，哈密尔顿矢量场和余切丛上盼标准辛构造 • 

A 定义 

令 M 2 •为一偶数维微分 流形. M 2 * 上的一个辛构造即 Af 2 # 上- 
的一个闭的非蛻化的2-微分形式 

0?0 2 二0且'^ #爹0，3 , tj )¥= OC ^, t ? ETM *). 

( M 2 % o ) 2 ) 称为一个辛流形. 

例 考虑坐标为的矢置空闽 R 4 % 并令0^ = 2办|八^|. 

网題 证明 ( R % d ) 是辛流形 • 1时它就是 C 平面，面积） • 

下面的例子可以解释辛流形何以出现在动力学中 • 和微分流 
形的切丛一起考虑其对偁——余切丛，时常是有用的 • 

B 余切丛及其辛构造 

令 F 为一《维微分流形, Z 在 ar 处的切空间上的 1- 形式称为 K 
在 x 的余切 矢量. F 在: c 点的所有余切矢量之集形成一个《维矢量 
空间而对偶于切空间 rr *. 我们记此余切矢量的空间为 
称为厂 在 x 的余切空间 • 

:流形上各点的余切空间的并称为厂的余切丛，记作 
集：有一个自然的2嘲 I 微分流形构造 • ：之一点是 k 在其某 
点 X 的切空间上的一个 1- 形式， 若 g 是选定了的 r 上之局部坐标 



系* 則此形式可用其《个分量 p 来表示 . p ， 9共 2 w 个数组成 ： T * F ■上 
点的局部坐标. 

有一个自然的投影/: F (将 T * V , 上的 1- 形式投到 X 

点).投影/是可微的 满射. 一点 xer 在/下的原象就是余切空 
间: 

定理余切丛 r * 厂有自然的辛构造.在上述局部坐标下这个辛构 
造由下式给出： 

« 2 = dpAdq = dp x /\dq l + …+ rf p^f\dq“ 

证我们先在上定义一个特定的 l - 形式.令 《 ercr * r)p 
是在处切于余切丛的夫量（图 166). 自然投影 
厂的微分 /*: : rr 将$映为在 x 处切于 r 的矢量/彳.现 

用〜以） = d (/ J ) 定义7 1 〒上的 1- 形式.在上述局部坐标系下， 

, ( 

j 

^ 1 = pdq . 由4中之例，闭形式以。“ 1 是非退 化的. 口 

-^ r . r- 

注考虑构形流形为況，拉格朗日函数为 L 的拉格朗日力 学系. 易见 
拉格朗日"广义速度” 4是构形流形的切矢董，而《广义动董” p ^^ L/^q 
是余切矢量.所以拉格朗日系统的 “ P , q ” 相空间是构形流形的余切丛•上 
面定理说明一个力学问纽的相空间有自然的辛 构造. 

角題 证明勒让德变换与坐标系无关.它把切丛上的函数变为氽 
切丛上的函数 R . 

t*v x 

p 



E 166 余切丛上的 1 -形式 pdq 
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C 哈 密尔顿 矢量场 

一个流形的黎曼构造可在切矢量空间与 1- 形式空间中建立一 
个同构. 一 个辛构造可建立一个类似的同构. 

定义 对于每 一个在 x 处切于 辛流形 （ M 2 % 0> 2 )的矢量 | 都有 ^ 
个上的 1- 形式与之相关眹 如下： 

r 

问題 证明对应关系 S — 是切矢量与 1- 形式的两个 如 维空间的 同构， 

例在 R 2 " = <(1>,9)>中我们用欧氏构造(^，：10 = 1> 2 +矿把切矢量和1-形式 
全同起来.这时对应是一个变换 ' R 2 ' 

问题在基底 P ,« 下算出这个变换的 矩阵， 

* U :) 

我们将用记上述 同构. 现令 H 为辛流形 Afp 

上的一个函数•则是 Af 上一个1_微分形式，而在 M 之每一点 

均有一个切矢量与之 相眹. 这样我们得到了 M 上的一个矢量场 
IdH. 

定义矢量场称为呤密尔頓矢量场； ff 称为啥密尔顿禹数， 

t ♦ 

供若 = 我们就得到哈密尔顿典则方程的相速度矢量 

场 I 


x = IdHCx)^=^p = - 


bH 





38 哈密尔顿相流及其积分不变量 


刘维尔定理断定了相流保持 体积. 庞加莱找到了为哈密尔顿相流所保 
持的一系列微分形式. 

A 哈密尔顿相流保持辛构造 

令 ( M ' co 2 ) 为一辛流形，丑: M ^ R 是其上一函数 • 设相应 
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子 // 的矢； C ： 场 / t /// 给出一个单参数微分同胚群 M 2 n ~^ M 2n ： 

r S 

g*x = IdH (X、. 

群 f 称为具有哈密尔顿函数 // 的哈密尔顿相流. 

定理哈密尔顿相流保持辛 构造： 

C^O^CO 2 = CO 2 . 

” = W 、 tM 2 " = R 2 , 这定理指出相流保 持面积 （刘维尔定 理). 
为证此定理，引入以下 记号很 有用处（图 167). 



fc = 2 

图167循环在同伦下的迹 

I d 

令 M 为一任意流形， c 是 M 上的6链，抓― ikf 是单参數 
可微映射族•我们要在 M 上作一个作+ 1)- 链 /c 称为琏 c 在同伦 
g * (0^ f < r ) 下的迹， 

令 （D,/, Or) 是链 c 中一个胞腔.对此在 /c 中有一个相 
联的胞腔 CD'/^OrO.LK 是区间与 D 之直积； 

映射尸：―从可由/: D —^得 出如下尸 G， ％)=沒700;而包含 
D ’ 的空间 R* +1 的定向 O〆 由标架 e。, 的，…，匕给出， e。 是才轴的单 
位矢量，& ，…， 仏是乃的有向标架. 

我们可以说仆是 c 在同伦 f 下扫出的链， 0</<r. 的边 
缘包括 c 的开始与终结位置所成的“端墙”以及由 c 的边缘铺满 
m “侧面”. 

容易验证，在上面选的定向之下， 
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(1 ) = g r c k ~c h ~ J ^c*. 

引理令 v 为辛流形 （ iW 2 ' o 2 ) 上的 1- 链. f 为 M 上具有哈密和 
顿函教^的相流，这时 



证只需考虑 具有一 个胞腔/: [0, 1 ]—ilf 的链就够了 • 我们引人 
记号 

/’〔5,0 =分70)，^ = 4 ~ » n = 


由积分的定义 

f o 1 = f 1 f 

J / V J oJ • 

但由相流之定义 n 是具有哈密尔顿函数丑的哈密尔顿场 （ 在， （ 〜 
O 处）的矢量_由哈密尔顿场的定义， 6> a C ^,^) - dHiO . 所以 

系若链 y 是闳琏 （吖 = o), »l{ jv ® i = o. 

证 f rfH = f jF/ = 0 ； D 

J V J • v 

定理的证明考虑任意的 2 链 C . 我们有 

。 4产 V./UD 
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(1 是由于 W 为闭，2由斯托克斯公式，3由式 (1),4 由以上弓 t 
理令 v = k). 所以0) 2 在任意链 c 及其象上的积分相同. □： 

两题 是否的每一个保持辛构造的单参数微分同胚群都是哈密尔板梅 

嫌？ 

提示参看节 40. 

B 积分不变置 

令仍 M—M 是一可微 映射， 

定义 k _微分形式《称 为映射 P 的积 分不变量若它 在任意 - 链 
^及其象上的积分 相等： 



供若财=1^ 2 ,0) 2 =办八如为面积元素，則 <0* 是任惫雅可比行列式等干1 
的映射之积分不变置. 

问題证明是映射5的积分不变董当且仅当5*©* = ®、 

&题证明若 © k 和都是映射5的积分不变量，则入 W 也是的积分不 

变董. 

小节 A 中的定理现在可以改述 如下： 

定理给出辛构造的形式是哈密尔顿相流的积分不变量. 

现在考虑 W 的外幂， 

(0) 2 ) 2 = C0 2 八0) 2 , <£i) 2 ) 3 = © a A® a A « a , — 

系 ia> % y 9 (Ci> 2 ) 3 , (0) 2 ) 4 ,…都是哈密尔顿相洗的枳分不变量. 

问題设辛流形 CM 2 '0 D 2 ) 的维数是 2n . 证明当时(《> 2 )*=0，而且^ 
■是私 211 上的一个非蛻化加-形式 • 

我们用 （W 来定义上的体积元素.于是哈密尔顿相流 
保持体积，这样从上面的系又得到了刘维尔 定理. 

例考虑辛坐标空间 {( P，q)}， co ^^ dpAdq -^ dpt , 

Adq t . 这时， （o 2 >* 正比于形式 
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* 1<-< * 1 ! 

■ . k . 參 

叫 2 V 韵积分等于_坐标平面 (P “，…， Pi ,，<!“，.•:,〜）上的投影 

% 4 • . i ... 

的有向体积之和《 

若映射奶 R 2R —R 2 * 以0> 2 为积分不变量，则称为典則 故射•典 
则映射通常称为典则变换 . o 4 , 0) a , …， 在每个典则变换下都是 
积分不变量.所以，在典则变换下，在坐标平面 (Ph ，…，户, i， 
q il9 * 上的投影之有向面积之和不变. 特别是， 

典则变换保持体积 • 

由方程组$ = q 给出的哈密尔顿相流全是由 

典则变换构成的. 

上面考虑的积分不变量也称为绝对积分不变量. 

定义 A - 微分形式 称为 映射仍 M—M 的相对积分不变量， 若 

对任意闭的 a - 链。有『 o> = r ， 

J y < J C 

定理 令 o 为映射 y 的相对积分不变量.则 是 y 的绝对积分 
不变量 .• 

证令 C 是一个 0+1) -链. 这时 




da > ^ 


(1 和4是由斯托克魴公式而得，2是相对积分不变量的定立， 

3由边缘的定义而籴 .） □ 


例典则映射5*1^+^以1-形式《> 1 = ?叫 = 为相对积分不变 

i = 1 

:量.事实上，的每一个闭链 c 都是某个链 a 的边缘，于是我 f } 有 

f 4 f 

i d<o l = do > 1 

f 9 o J a 
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(1 和 6 是由 cr 之定义，2由3之定义3, 5是由斯托克斯公式而来，4贝 If 
是由于 5为典则映射和 W ® a .) 

R 題若是映射的绝对积分不变置， Q>* 是否必为相对积分不 

. ' . 

变量？ 

1 

答若 M 上有一个闭链不是边缘就不行. 

C 能置守恒定律 

定理 具有哈密尔顿函数 H 的哈密尔顿相流以//为一个首次积 

分. 

证 H 在矢量 17 方向下的导数等于在 17 上之值.由哈密尔顿场 
的定义，对我们有 

dHirf) = a) 2 (tj, IdH) = = 0 D 

两題证明 1- 形式 c/H 是具有哈密尔顿函数 // 的相流的积分不变置 • 


39 矢量场的李代数 

淹形上的每一对矢量场决定一个新的矢量场，称为它们的波 阿松括 
9 L ①.波阿松括弧运算使流形上的无穷可微矢量场所成的矢量空间 变成了 

一个李 代数. 

A 李代数 

李代数的一个例子是带有矢量积运算的三维有向欧氏空间. 
矢量积是双线性、斜对称的而且满足 雅可比恒等式 

[[A ， B] ， C] + [ [B ， C] ， A] + [ [C ， A] ， B] = ()• 

定义 李代数 L 就是具有一个双线性斜对称且满足雅可比恒等式 

的运算 L — L 的矢量空间 • 

这个运算通常用一个方括弧 表示， 并称为 交换于 • 

问題证明 nxn 矩阵之集成一个李代数若我们定义其交换子为 


① 也叫 李括弧（英译 本注） • 
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嫌 AB- BA. 

B 矢置场与微分算子 

令 M 为一光滑流形， A 为其上的光滑矢 量场： 即在每一点 
均有一个切矢量 A ( x ) eTM ,. 利用这样一个矢量场可以 
作出两个东西来： 

1. 单参数微分同胚群即流，: M — M 而 A 为其速度矢量场 

〆• 

168)®： 


A i x = A { x ^)^ 

dt t - o 

2. 一阶微分算子这里指的是沿场 A 方向对函数求导：对 
任意函数仍 M 今 R , A 方向的导数是一个新函数炉，它在 a : 点之 

值是 

iL A (p) Cx) = -At 

at f -o 

MU 求证算子是线性的，即 

工 oldyi + ^*^ a ) ~ + 义 a *^ A 炉 * 

( Aj , A a 6 R ), 

再证莱布尼兹公式 La (少 1 炉 a ) = < PiL a < Pi + < PiL a * Pi . 

例令 （ A , …， MT ) 为抓 的局部坐标.奄此坐标系中矢量 4 U 0 由其分量 
*<^( x ),_， 』•（:《:))给出！流由微分方程组 

參 • 

X \ = | •••， x % = jA A (怎） 

希出，所以函数炉=史(义 1， …， ％*»)在4方向的导数是 



图 168 由矢量场绐出的獭分同胚群 


L A ^ A 


0 <p 



+ … + 



@由常微分方程理论的存在、唯一性与可微性定理，当 M 为紧时可以定义群 
A * t 在一般情况下，映射力只对小的/在》的某邻域内才有定义；但对下 
面的作法，这也就够了， 


* tn * 



我们可以说，在坐标 （ A , …，: o 下，算子之形状是 


Y A ^ A ^ 

— Ji\ - + …+ Am -, 

ax Y &x • 

这正是坐标空间中一阶线性微分算子的一般形式 • 

两题证明矢量场為流4 f 和微分之间的对应是卜1的. 

C 二矢量场的波阿松括弧 

设在流形 M 上有两个矢量场 A 和 

B . 它们相应的 流/与化一般 不可交 
换： 汁 S •妾 SM ‘（图 169). 

两«找一个例子. 

解 ( x it 平面上的场 A ^ e u 
B = x x e x . 

为了董度涑4与 S •不可交换的程度，考虑点和 
为了佶计它们的差，我们来比较流形 M 上某光滑函数史在这两点 

之值.差 

/iCtiS^ x) = (pi^B^x') - <pCB*A*x) 

显然是可微函数而当^ = 0或〖= 0时为零.因此/在0处对 5 
和 f 的泰勒展开式第一个非零项中含^且其余二阶项全为零•我 
们 将计算/在0点的主荽双线性项. 

引理 1在0处混合偏导数 於 ⑽ t 等于 A,B 方向导數的交换 

子 I 

—— - g > CB * 义 X)} 

0 S^t * _ f 

― (L B L A <p - L A L B <p') (x) . 

钲 由 £^之 定义， 

( pCA^xy * cL A q>y iB * x > . 

9j t m% 


B S X A { B 8 x 



图 169 不可交换流 


* its • 



用分记 LaV , 则由之定义 

~— ipCB*xy = co . 

9 S • » tt 


所以 


d l 




(p (^ y ^ 1 B t ^'y —(乙 炉）（怎 ）. HF 


我们现在考查微分算子之交换子 l b l a - l a l b . 初一看它是 
一个二阶微分算子，但其实我们有 
引理2 算子 l b l a - l a l b 是一阶线性微分算子. 

证令（4, •"，』„),(汉，…， 5,) 是矢量场 A、B 在 M 的局部 坐标* 
系 ( x ” .”， x n ) 下的 分量. 于是 


» 


n 


L bL a <P = 


9 


3 Xi 


Xj 


<p 




3 A 


m 




-<p + y ] BiAi 


<p 




若减去 l a l b 〜 則可看到 供的二 阶导数项消去，故 


cl b l a - l a l b )<p = X] ( 汉碧—乂著 )老 


Q 


因为每个一阶线性微分算子都由一个矢量场给出，我们的算 
子 L B L A - l a l b & 对应于某个场 C. 

定义 M 上的两矢量场 A 与 B 的波阿松括狐或交换子①是一矢量 
场 C 使得 


Lc = L b L a — L a L b ^ 


①许多书上波阿松括弧之定义与这里的定义符号相反.我们用的符号与李群理( 
论中交换子的符号一致(参见 F ). 

二麵 
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两个矢量场的波阿松括弧记作 

C = LA , B 3. 

R 题设矢量场為、 B 由它们在坐标系（^)下之分董4、 艮 给出，求波阿 
松括弧的分量. 

解在证明引理2时我们已证得了公式 


问題令^^为刚体以角速度0 1 绕0旋转的速度的线性矢量场％ 
相同但角速度为 o 2 , 求波阿松括弧，及 2 ]. 

D 雅可比恒等式 

定理波阿松括弧使流形 M 上矢量场所成的失量空问成为一个李 


代数. 

证波珂松括弧的线性与斜对称性是清楚的.我们要证明雅可比 
恒等式，由波阿松括弧之定义我们有 


L 


UAHC ] 


= T -> L * 


tA.Bl 


一 L tAtB 、L 




LqL^ + Lj^L^Lc 


所以在整个和 LaA , Bi,ci + L ^ b . CI . A -) + L [[ g , a;1 , b;1 中共 12 项. 每一项 
均出现两次但符号相反. □ 

E 流的可交换性的一个条件 

令 A 与 B 是流形 M 上的矢 量场. 

定理流1与5•当 丑仅 当相应矢量场的波阿松括孤 [ A ， B ] 为聿 


时才是可交换的. 

证 若义汐 = 5，1，则由引理 0. 若 [> I ， B ] 二0, 
則由引理1，对任意函 数免在 任意点 x 均有 

炉 04* 及义） — <piB*A*x > ) = ois 2 + f 2 ) ， 5- 与 /-►()• 


* 由节 26 D 之例, Owq ] , < i 即所说的速 度為, 它对 q 是线性的.一日译本注 
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我们要证明这意味着对充分小的 S 和 f 有 < p(Bm 

将此式应用到局部坐标 (<p = ，…，炉= x ,) 即有 A l B a = B K A \ 

考虑 <〖，幻平面上的矩形 0< t 之 t 0 , 

O ^ s <^ s 0 (图 lTO ). 对每一个由有限多段坐 
标轴方向的区间组成的由（0,0)到 ( f Q ， s 3 ) 

的路径都相应有一个变换与召*之积. 

具体说来，对每 个区间 有 
而对区间则有以 2 … 1. 依这些区 
间在始自 （0, 0> 的路径中出现的次序施行 
这些变换.例如边 (0<^< fo,s = 0> 和 
a -/„ o <5< s e ) 相应于积 s ， os 〜， 而边 ( f = o , o <5<^> 和则相应于 

此外，对 （f,s) 平面上每一个这样的路径都有流形 M 上的一个路径， 
从 X 开始而由流 i 和 B •的轨道构成(图 171) .若 G，s) 平面上的铬径相应于 
积则在流形 m 上的路径终于点 … ，，及.我 
们的目的是要证明，所有这些路径实际上终于同一点 = ox . 


2 


图 172从一对 边到另 一对边_ 

把区间 0<f < f D 和0< s < s Q N 等分. 使整个矩形分为 AT 2 个小矩形.由边 
<0, 0 ) — ( 0 , ^)— D 过渡到边（0, 0)—(s 0 , 0)—(s 0 , f 0 ) 可以用 个步骤 
完成，毎一步都有一个小矩形的一对边变成了另 一对边 C 图 172). —般说来 
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图 171 线四 边形奶 



图 170 流的可 交換性的证明 



这个小矩彩相应于流形鉍上的曲线四边形芦 V 和"（图 m ). 考虑它的对应 

• » 

于^ 和浙 I 最大值的顶点 a 和0的距离①.前已看到， pCa ^ y ^ C . N ^ (这. 
里常数 c \> o 不依赖于 w ). 用微分方程解对初始数椐可微性定理可知，不 
难由此导出 M 上两个路径欠外/^/和欠&⑽/终点拒离的一个上界： p ( a / , 
/^)< CJV ' C 2 又与 TV 无关 • 但是可以把由化0 Wo xMA ^ 欠的 整个路 

径分为个这样的 小段. ^pC^o B*o x )^ N z C s N ~^ V N . 

所以 j □: 

F 附录 ： 李群的 李代数 

李群就是一个同时为微分流形的群 G ， 且群运算（积与逆） 
是可微映射 ： （P xff — G •与 G — G . 

李群 G 在单位元处的切空闾有自然的李代数构造如下： 
对每个切矢量 a erG •均有一个单参数子群 acg ， 其速度 
矢量 A = id / dt ) I t ^^ A \ 

两个子群 1 和及的不可交换性由积 A ' SWW 〜来量度.可 
以证明有唯一的子群 O 使 

C - 1 ) = 0 ( 5 - + 当5)今0时. 

相应的矢量 C = ( rf / rfr ) \ r ^ O 称为矢量4和 B 的李括弧€ = [ A , 
B ]. 可以证明，这样引入的李括弧运算使空间成为李代_ 
(即此运算是双线性斜对称的且适合雅可比恒等式).这个代数称 
为李群 G 的李代数. 

问埋 计算3维欧氏空间的旋转群 50(3) 的李代数中 的括弧 运算. 

引理1说明矢量场的波阿松括弧可以定义为流形 M 的微分同 
胚群这个“无限维李群”之李括弧®. 

另一 方面，李括弧也可用李群 G 上的矢量场之波阿松括弧来 
定义.令5 G G ， 右乎移开,即映射/?，： G -^ G , R t h ~ hg , i ?， 在 p 点的! 


① 按从上某个 黎曼度量计. 

② 我们在波阿松括弧的定义中符号的选择就是由这个对应关系决定的 • 
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微分映入 7 Y ?,. 这样，每个矢量都对应于群上个 
矢量场，即右平移（及,）*4,并称之为右 不变矢量场. 显然，群上 
的右不变矢量场由它在单位元处之值决定^ 

问题证明李群 C ? 上的右不变矢量场之波阿松括弧也是一个右不 
变矢量场，它在群的单位元上之值等于单位元处的原矢量场之值 
;的李括弧， 


40眙密尔顿函数的李代数 


辛流形上的哈密尔顿矢量场是其上一切矢量场的李代数之子代数.哈 
绝尔顿函数也构成一个李 代数： 其中的运算称为函数的波阿松括弧.哈密 
尔顿相流的首次积分组成哈密尔顿函数的李代数的一个子代数. 

A 两个函数 的波阿松括弧 

令 （ ATW ) 为一个辛流形.对于每个函数 R 对 
应的典則变换的单参数群——即哈密尔顿函数 
为 H 的相流. 令 厂为 M 2 - 上的另一函数. 

定义辛流形 （ M ' o ) 2 ) 上的函 数只和 H 之波阿 松括狐 CF ,/ f ) 
即函数 F 在哈 密尔顿 函数为 H 的相流方向的导数： 

Cl t t - o 

所以 M 上两函数之波阿松括弧仍是 M 上的一个函数. 

系 i 禹数 F 是哈密尔顿函数为 H 的相流之首次积分当且仅当其 

与 H 之波阿松括?1恒为零： CH ， F )^0. 

若应用辛流形上的 1- 形式与矢量场间的同构/， 
则可给波阿松括弧的定义稍微不同的形状，这个同构由以下关系 
: 定义： （参见节37> 

<o z iij t / (o 1 ) =o) l Cn)* 


• 220 • 



相流 W 的速度矢量是 U //. 这意味着 

系2 函数 F 和//的波阿松括弧等于 1- 形式 c/F 在 /rfH 上之值 
fe 者是哈密尔顿兩数为 W 的相流的速度矢量 t 

iF,m = dFOdm. 

再用一次前述公式，我们得到 

系 3 兩敫 F 和片的波阿松括旅等于哈密尔顿為数为尸和尺的相: 
流之速度夫量之“斜数量枳” 

CF 、 H) =ca 2 iIdHyIdF y ) m 


现在清楚地有 

系 4 為教 F 和 H 的波阿松括狐是兩教/^和丹的斜对称双线性函: 

数: 


(尸， H )= 

CH 9 + A 2 F 2 ) + A 2 (//, F 2 ), a € R ). 

以上的论证虽然是明显的，却导致了不平凡的推论，其中包 
含诺特定理的一个推广 如下： 

定理若辛流形 ( M 2 % co z ) 上的哈密尔顿禹数 H 在以 尸为哈密尔 
顿函教的典则变换的羊参数群下不变，则 F 是具有哈密尔頓兩教 
//的才程组之首次积分. 

证 因 H 是流以的首次积分， （ F ， H )=0 (系 1). 因此 ( H ， F ) 
= 0 (系4)，而 F 是一个首次积分（系 1). □ 

• 5 

ASM 在典则坐标空间 ^ = {(1>,必>,0) 2 (^)=[6,1|] = (/6，》1)中计 
算两函数 F 和 H 的波阿松括弧. 

解由系3我们有 

(F, H) = ZIdH f 7iF] = [grad/f , gradF] 

» aH bF »H &F 

~1 & Pi 9 <U 9 <li ^Pi 

(我们利用了在基底 （ p ， q ) 下/是 辛的， 而且 可衾为 



— Cjt j H)p f Q 

解设」是典则变换.辛构造 dpAdg 与 c / PAJQ 相同，但是波阿松活 

‘弧 (F，H、 的定义是用辛构造不变地给出的.它不涉及坐标.因此 

( F 9 H) Pr q = (F, //) = H) p ,q. 

反之，设波阿松括弧有问题2所示的标准 形式. 这时显然 dP 
AdQ = dpAdq 9 即」是典则的. 

,问埋4 证明乘积的波阿松括弧可用莱布尼兹法则计算： 

CF\F\ ， H) = F 2 (F 1 ? /f). 

提示 波阿松括弧 (FAH) 是积 f\F\ 在场 IdH 方向的导数. 

4 • 

B 雅可比恒等式 

定理三个函数5, C 的波阿松括狐满足雅可比恒等式 

(04, S )， C ) + ((5, C )， 」）+ C ( C ， A )， B ):0 

系 （波 阿松定理） 具有 哈密尔 顿轟数 H 的方 程组 之两个首次枳 
分^\，尸 2 的波阿松括孤仍为首次积分. 

系的证明由雅可比恒等式即得所欲证明的 


这个事 实). 

:问题 2 计箅基底函数 h 和 W 的波阿松 括孤. 

解基底函数的梯度构成“辛 基”： 其斜数量积是 = 

= 0 ， (Pi,gj)= OCij^j )， (g i ， _A. ) : _ ( 力 i，<?i ) = 1. 

.问题 3 证明变换山^+1^"，（1?，9)+(户(只，分)，§(|>，切）为典则变换当 
，且仅当任两个函数不论在变量 （ p ， q ) 或 （ P , Q ) 中其波阿松括弧都相等* 




H 


- 

g 


F 


o* F Q 


" ,pf/ ' p 


H 

9 

F 



(C^i, -(芦1， (F 2 , H)) + (: F 29 

= 0 + 0 = 0 . □ 

这样，知道了两个首次积分即可通过简单的计算求出第三 
个、第四个等等.当然并非所得的积分都是本质上新的，因为 
M 2n 上不可能有2«个以上独立的函数.有时可能得出老积分的函 
数或常数.但有时也确会得出新积分. 

问题计算一个力学系的线动量与角动量矢量之 分畳夂，九 ，九， 

的波阿松括弧. 

答 G/i，Af 2 ) = ilf 3 ,（Af】， 仏）= 0, （Mi，/?*) = p a ，（Mi，p s > = - 九，等等. 

由此可得 

定理 苦某力学问题 的角动量有两个分量 M !, M 2 守恒.第 三个分 
量也守恒， 

雅可比恒等式的证明考虑和 

aA , B )， c ) + aB ， c )， A ) + ac 9 

它是函数 d，S 和 C 的“二阶偏导数的线性组合”.我们来算其中 ; 
含 j 的二阶导数 之项： 

((■/L £?) ， C) + ((C , A ) , B^) = QL c L b — LgLc') A 9 

这黾 A 表示沿 f 方向的微分， F 表示以 F 为哈密尔顿函数的哈密 = 
尔顿场. 

但由节39引理2，导数之交换子 L C L B - L B L C 只是一阶微分 
算子.这意味着和中没有4的任何二阶导数.对于5和 C 的二阶 
导数也一样.所以此和为零. Q ； 

系 5 令 B ， (:为以 5 ，C 为呛密尔顿函数的哈密尔顿场. 考虑矢會 
场的波阿松括弧 [ B ， C ]. 它仍是哈密尔顿场而其哈密尔顿兩数是 
原来的两个哈密尔顿函数的波阿松括弧. 

证记 （5，C)= D. 雅可比恒等式即可给出所求证者 * 

- (04， S ), C ) - ( U , C ),5). 
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□ 



~ L C L b - L b L C9 L d = Li n , Q y 9 

c 哈 密尔顿场的李代数，哈密尔顿函数和首次积分 

李代数的线性子空间称为子代数，若其中任两个元素的交换 

子仍在其中.李代数的子代数仍是李代数.由上面的系特别可知 
有 


系6 辛流形上的哈密尔顿夫量场构成其上一切矢量场的李代数 
之子 代数. 

关于首次积分的波河松定理则可改述为 
系 7 哈密尔顿相流之首次积分构成所有函敫的李代数之子代 


数. 


哈密尔顿函数的李代数可以自然地映射到哈密尔顿矢量场的 
李代数上.为此，对每个函数 H 都作以它为哈密尔顿函数的哈密 
尔 顿矢量场与之相应. 


系8 禹数的李代數到哈密尔顿场的李代数之映射是代数之同 
态，其核由局部常值函數构成，若 Af 2 ” 是连通的，则核为常数所 
成的一維子代敷， 

证我们的映射是线性的.系5指出它变函数的波阿松括弧为矢 
量场的波阿松括弧.其核由适合 IdH ^ O 的//构成.因/为同 
构， 槪 dH 三0 即在的每个连通分支上 const . □ 

系9 哈密尔顿函數之相流当且仅当//的波阿松括 
孤为（局部）常值时才是可交换的. 

证由节 39 E 之定理，其充要条件是而由系8这条 
件等价于 □ 
我们还可得到诺特定理的另一 证明： 给出一个与已知相流可 
交换的流，即有一首次积分. 

D 局部哈密尔顿 矢置场 

令为一辛流形而焉保持辛构造的微分冏胚 

* | ■ 
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春 


单参数群. y 是否是哈密尔顿相流？ 

例令是2维环面 r， 其上一点由一对 
坐标 (i>，q)mod 1给出.令 oa a 为通常的面积 
^ TtdpAdq . 考虑平移族 P*(P，q) = (f + 

才， g) (图 173). 映射 P •保持辛构造(即面积> • 图 173 环面上的局部哈密尔銜场 

• • * Q T-J 

能否找到相应于此矢量场 (i> = U g = 的哈密尔顿函数？若 







3H 我们将有 


9p 




0, 


&H 




即 + 但 g 只是 T2 


-% pr 3 TJf 

上的局部坐标；不存在函数 H:T 4 +R 使~^一 = 0, ^ 




a/> 




1. 所以 S 1 不 


是一个哈密尔顿相流. 

定义辛流形 （ M 2 *， ① *) 上 的扃部 哈密尔頓场即矢量场以 1 ，® 1 是一个 
上的一个闭形式. 

局部地说来，一个闭 1- 形式 《> 1 必是一函数的微分* = 然而要想 
把 H 拓展到整个 M 2 •上，就会得出“多值哈密尔顿函数”，因为非单连通流 
形上的闭 1- 形式不一定是微分（例如”上的扣 )• 由局部哈密尔顿场给出的 
相流称为局部峰密尔顿相流* 

问麵 证明辛流形上的单参数微分同胚群当且仅当它是馬部哈密尔银相流 

时保持辛构造 • 

提示参照节38 A . 

问麵证明在 辛空间 R 1 ■中每一个典则撖分同胚 （即保 持办八 扣的微分同 

胚）的单参数群都是一个哈密尔顿相流 • 

提示每一个 R 2 •上的闭 1- 形式都是某函数的微分* 

问题证明局部哈密尔顿矢董场构成一切矢量场的李代数的子 代数. 此外， 
两个局部哈密尔顿场的波阿松括弧实际上是一个哈密尔顿场，其哈密尔顿 
函数由已知场 5，tl 通过公式孖=°> 2 (在，巧）唯一地决定① • 因此，哈密尔敗 
场构成局部哈密尔顿场的李代数的理想子环* 


③甚至不差一个常歎, 
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41 辛几何 


矢量空间上的欧氏构造是由一个对称芷定双线性型给出的，而辛 构造则 
由斜对称双线性型给出.辛空间的几何学与欧氏空间的几何学不同，虽然二 
者有许多相似之处. 

A 辛矢量空间 

令 R 2 « 为一个偶数维空间. 

定义 W 上的 辛线性 构造就是其上的一个非退化的双线性斜对 
称2 - 形式.这个形式称为斜数量柄，并记作= - [ rj，f ]• 
空间加上辛构造就称为辛矢量 空间. 

例令 ( pi ， …， pn ，< h ， …， q ) 为 R 2 * 上之坐标函数，而仿 2 为 

⑺ 2 = i>i /\gi + ••- + p n /\ q n . 

因为 W 是非退化斜对称的，所以可以取它为斜数 量积： [ g ， T 7] 

= 坐标空间 R 2 B 这样获得了辛 构造. 这构造称为标准 

寺构遑.在标准辛构造中，矢量6打的斜数量积等于平行四边形 

在《个坐标平面 （九 ，如）上的投影的有向面积之和 • 
辛空间中两矢量 S 与若其斜数量积为零就称为斜正交的(记 

问題证明4丄即每个矢量与自己斜正交 • 

与一已给矢量 n 斜正交的一切矢量之集称为 if 之斜正 交补. 

，问題证明 tl 的斜正交补是含1的 2 n _ 1维超乎面. 

提示若一切矢量均与 T 1 斜正交，则形式 [，: 1成为退化的 • 

B 辛基底 

欧氏构造在适当选定基底（必须是标准正交基）后，可用具 
有特定标准形式的数量积 给出. 完全同样，在适当的基底下辛构 

① R “上的2-形式[，]是非退化的，若 

s ' ； ■ ' 
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:造可取上述的标准形式. 

ffi 睡求上例中的基底矢置6~，6,/彳=1， …， N) 的斜数量积 • 

解由夕1八<7 1 + *“+夕，八9*的定义可得关系式 
(1) He rr /I — C®~0 ? = ^4 J 

现在回到一般的辛空间. 

定义 辛基底就是斜数量 积适合 (1) 的 2« 个矢量 e Pi 9 e ti 0 ^ h - 9 
»). 

换言之，每个基底矢量都斜正交于其它基底矢量，但有一个 
与它共轭的例外；它和这个共铌矢量的斜数量积等于 ±1. 

定理每个辛空间都有辛基底，而且可取任一个非零矢量 e 为第 


—个基底矢量《 

证 这个定理与欧氏几何的相应定理 
完全类似，证法也几乎相同. 

因矢量 e 非零，故有矢量 f 与它 
不斜正交（[，]为非退化的).取定 ^ 
./ 之长,可以保证它与^之斜数量积为 


1 • 当《 = 1时定理已证. 



174料正交补 


若《>1，考虑这一对矢量 e ,/ 的斜正交补 Z ). D 是的斜 

正交补之交 • 这两个2«-1维空间不会重合，因为 e 就不在 f 的斜 

正交补 之内. 所以它们的交具有偶数维 2« - 2，所以下面有时记 
D 为 D Zn ' 


我们要证明 D 是 R 2 " 的辛子空间，即斜数量积 [,] 限制在 Z ) 上 
后仍为非 退化. 若矢量 f 斜正交于整个子空间£>，则 因它还 

斜正交于 e 和/，所以它斜正交于 R 2 % 而这与 [,] 在 R 2 ■上之非退 
化性矛盾.所以是辛空间. 

若将矢量 e ，： f 加到 zpp 2 的辛基底上去，就会得到 W 的辛基 
底，于是用对维数 〃的归 纳法即可证明定理. □ 
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系所有同维数的辛空间都是同构的. 

若以辛基底的矢量为单位坐标矢量，即得一坐 标系办，仏而 [，3 
取标准形式办八 … A 八9胃.这样一个坐标系称为辛坐标系. 
C 辛群 

与欧氏 构造相联系，我们有保持欧氏构造的线性变换 的正交 
群.在辛空间中辛群起类似作用. 

定义把辛空间 V 映射到 自身的线性变换& Rh -> R 〜 称 为辛变 
换，如果它 保持斜数量积不变： 

ZS^ 9 StjJ = C § # I 7 II > V tj 6 R ' 

V 上所有辛变换之集称为 辛群， 记怍 

很清楚，两个辛变换的复合仍是辛变换. 为了 说明辛 群这个 
名词合理，我们只需证明辛 变痪是非异的 I 于是很 清楚，其逆仍 
是辛变换》 

问題证明群 Sp ( 2 y 同构于行列式为1的实2 X 2矩阵群，而且同胚于立体 
的三维环体的 内域. 

定理标准辛空间的变换 R “为辛变换当且仅当它 

是线 性的典则的，即保持2-撖分形式： 

^- c / p^dqi + … ^ dp n f \ dq m . 

证将 V 与其切空间自然地等同起来即知，2 -形式 变成[，]•□ 
系任意辛变換之行列式等于1 • 

证我们已经知道（节 38 B ) 典则变换保持之 外幂. 但其《次 
外幂（除差一个常数倍外）即 R 2 w 的体 积元. 这意味着标准辛空 
间 R 2 " = {(/>， 0} 之辛变换保持 R 2 •的体积元， 故 但因 
每个辛线性构造均可在辛坐标系下写成标准 形式，所以任 意辛空 
间的辛变换行列式等于1 • □ 

* 更多的时侯记作5> (« , R ) •所以 问題中的⑵时常记作 S 户 (1, R ) —中 
译者注 


參 
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'定理线性变換 S : R a *— R a •为辛变換当且仅当它将某一个 （从而 


也将任一个）辛基底变为一个辛基底. 

证基底矢量的任意两个线性组合之斜数量积可以用基底矢量的 
斜数量积来表示.若此变换不改变基底矢量的斜数量积，则亦不 
改变任意矢量的斜数量积. 

D 辛空间中的平面 

欧氏空间中所有平面都是等价的：每一个都可通过一个运动 
变成另一个.我们现在要从这个观点来看辛 空间. 

问题证明辛空间中任一非 零矢董 均可用一个辛变换变成另一非零矢董. 
何题 证明辛空间 R 2 " 中并非每个 2 维平面都能用辛变换从给定的 2 维平面 
变来. 


提示 考虑平面 ( Pi ， h ) 与 (/>1， 9 i ). 

定义辛空间的一个 A _维平面（即子空间）若斜正交于其自身， 
即若其上任意两个矢量的斜数量积均为零，则称为 零化平 面①. 


■例辛坐标系/>， g 之坐标平面(义， •“， P *) 是零化的(请证明！ ）. 

问臑证明任意非零化2维平面都可用辛变换变为任意另一•个非零化 2 维平 


面. 

在辛几何中作计算时对辛空间加 上某个 欧氏构造可能是有用 
的.固定一个辛坐标系 P ， g 并用其数量积 

( X ， 怎）= 2夕？ + 兮2， ： = 2 P ^ p . + g t e fi 

引入一个欧氏构造. 

在这个欧氏构造中辛基底是标准正交的 • 斜数量积和 
每一个双线性形式一样可以用数量积来表示 •• 

( 2 ) [^, 773 -( 7 ^ 77 ), 

这里 R 2 •是一个算子.由斜数量积的斜对称性可知，算子 


①零化平面也称为迷向平面，时称为拉格朗日平面. 



/ 也是斜对称的. 

拘題 计算算子 / 在辛 基底 ，.下 的 矩阵. 

[0 - E \ 

答！ ), 瓦是 《 xr * 单位 矩阵. 

v£ OJ 

千是时（即在 ( p ， q ) 平面中）/就是旋转 ⑽。， 而在 
一般情况下，/是在每个平面 ( p i 9 ( h ) 中都旋转 90°. 

问题证明算子/是辛变换且尸=-丑 2 ». 

虽然欧氏构造与算子/并非不变地联系于一个辛空间，它们 
时常是很方便的. 

下面的定理可以由 （ 2 ) 直接得出. 

定理 辛空间中的平面 a 是零化的当 且仅当平面 /^r 在欧氏 意义下 

正交于兀， 

注意，因为/是非异的，平面 n 与维数相同.所以有 
系 R 2 ” 的零亿平面的维数小于或等于 72. 

这是由于两个 ☆维 平面 K 和当时不能正交. 

我们来更仔细地讨论辛坐标空间中的》维零化平面.这种 
平面的一个例子是坐标35-平面.在 V = {( P , q )} 中共有 
维坐标平面， 

问題 证明在 C 2 \ 个 n 维坐标平面中有 2* 个零化平面.对将（1，…， 《) 分为/ 
(* i , ••%»*), ( A ，…， /■-») 两部分的2•种分法，每一种都联系有一零 化坐: 
転平面 Pi i ，…, pip f i ，…， gin-t • 

为了讨论典 则变换 的生成函数，我们需要 
定理辛坐标空问 R u 的每一个 n 维零化平面都横截①于2•个零化 
坐标平面中至少一个， 


① 矢量空间 L 的两个子空间 乙 1 和1^若乙 1 +/^=£则称为桷截的. V 中的两个 
n 维平面当且仅当它们只相交于0时是横截的. 
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证令 P 为零化平面久 ，…， A (图 
175) .考虑交集 r = jt 「1P, 设 r 的维数 
为 A, 0 < A ^ n . 和《维空间的任 
一个堆子空间一样，平面 r 至少横截 

P 中的一个（《-幻维坐标平面，设此图 175 与巳 知平面 n 横截 
平面为 的坐标平面的作法 

V = (/^，…， pi,)} r + 7] = p 9 rC\7]^0. 

我们现在考虑《维零化坐标平面 

cr = ( p h ，…， pi k ， qi l9 …， crflP 
并且来证明平面 k 横截于 a : 

开 flcr = 0 . 

我们有 



rcijr ， 丄 Jr 今 t 丄玎 ’ 

今 （T + I 7) 丄 Or n < T ) 

TjdCTf ( T 丄 cr 冷77丄<7/ 

= p 丄（苽 n 戊） • 

但是 P 是一个《维零化平面.所以每一个斜正交于 P 的矢量都厲 
于戶（参见上系）.因此 one ?) <=凡最珩即得待证的 

?r n cr = o n p ) n (cr 门戶）二 r 门 7 = o . □ 

闲鼉设〜，心是辛空间 r 2 m 的两个 & 维平面，是否总可以用辛变换 变心为 
心? 一共有多少类平面不能彼此互相用辛变换来变？ 

答 1 >/ 2 ] + 1 ，若 &<”,[( 2 «-/ 0 / 2 ]+ 1 ， 若 k>n, 

E 辛构造和复构造 

因/ 2 = - 丑，我们不仅可在空间 R 2 ” 中引入辛构造 [:, ] 和欧 
氏构造（，），还可引入复构造 如下： 定义以相乘即作用 
以 /. 这样可把空间护•与复空间 c” （坐标为 A =/>*+:々*的坐标: 

• 4 

空间）等同起来 .R 2 * 的保持欧氏构造的线性变换构成正交聲 


m 
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<3(2«), 保持复构造的线性变换构成复 线性鮮 <? L ( n . C ).* 

问题 证明既是 辛变换又是正交变换的变换都是复变换，既是复 

■* 

变换又为正交变换的一定是辛变换，既是辛变换的又为复变换的 

一定是正交变换，所以三个群中任意两个的交都等于三者之交： 

0(2n) [\S pi2n) = S p(2n) R GL (n, C) 

-GLCn.C) nO(2n). 

这个交称为百群 f /00 

酉变换保持厄米特数量积 R 2 * 上的数量积 
和斜数量积分别为其实部和虚部. 

42具有多个自由度的力学系中的参数共振 

当我们研究具有周期变化参数的振动力学系统时（参见节25)，我们解 
释过参数共振依赖于一个线性变换（“在一周期时的映射”)的固有值.这神 
侬赖性在干以下事实 * 如果在一周期时的映射的固有值模小于1，则这个 
具有周期变化的力学系统的一个平衡位置是稳定的，而只要有一个固有值 
的摸大于1,则是不稳定的. 

从一个具有周期系数的哈密尔顿方程组所得到的在一周期时的映射是 
辛变换.节25中关于单自由度的力学系的参数共振的研究依赖于我们对乎 
面上的辛变换之固有值性态的分析.在这一节里，我们将以类似的方法分 
析任意维相空间中辛变换的固有值性态•这一分析的结果(属于克莱因 （ M . 
r . KpeilH )) 可 用以研究多个自由度的力学系统中参数共振出现的条件， 

A 辛矩阵 

考虑辛空间中的线性变换 A 护 •.令 九， …， pn ，< h ，…， 

心为辛坐标系.在这坐标系中，此变换由矩阵 S 表示. 


* d («, C ) 即” 阶非异复矩阵之群.在这里则指保持 J (梅造 J 的 2 fi 阶实矩阵之 

群.二者只是实现的方法不周》作为群则是相同的.一曰译本注. 

• 2少2 • 



定理一变換为辛变换当且仅当它在辛坐标系 


阵 S 满足关系式 


这里 





( p 9 < n 中的矩: 


而是 s 的转罝 • 

证成为辛变换的条件 ([5^,5 n ] = u 9 fll ) 可以应用算子/重 
写为数量积形式 如下： ^ 

as^ 9 s^ = d ii) , v 6 % 

这就是希望求证的结果： 


B 辛变换谱的对称性 

定理辛变換 S 的特征多项式 

p (A) = det | S — KE | 

是一个反商多项式①， 亦即 / >00 =A 2fl p(l/A). 

证我们将用 detS* = det/ = 1 ， I % : _ £' 和 det 」 ’ = datd 这些事 

实 . 由上面的定理八因此， 

p CA) = det (S' — kE^) — det 、- IS ’ 一 1 一 入丑） 

= det ( - S /_1 + AjE") = det (— + AS *〉 

=A 2l *det(S - 士丑） =A 2 */>(+). [ 


系若 X 是一辛变換的固有值， 1/ X 也是其固有值. 

另一方面，这个特征多项式是实的，所以若 X 是一个复固有 


①一个多项式+ ♦••+<* •如果有対称的系数 
…就 是一个反商多 項式. 
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图 176 辛变换固有值的分布 


値，则 A 也是一个异于 A 的固有值.于是这个特征多项式的根对 
于实轴和单位圆都是对称的（图 176), 它们总是四个一组地 出现： 

A , A > CI a I 1, ItnA 0) # 

或者两个一对地位于实轴上： 


而在单位圆 周上时 也是成 对的， 

x A = i* 

不难验证每个四重组中的四个固有值（或每一对中的两个固有 
值〉重数总是相 同的， 

C 稳定性 

定义变换 S 称为穗定的，如果 

Ve >0, 3 d>Oi \ x \<3^\ S K x \< E f vN >0. 

狗題 证明只要辛变换 S 有一个固有值不在单位圆周上，则 S 1 是不稳定的 • 

1 ' 

提示由已^£的对称性，若有一个固有值不在单位圆周上，则必有一 

*■ t 

固有 值在单位圆外 | Aj > l ; 在相应的不变子空间中， S 是“膨胀加旋 转”. 
狗题证明若一线性变换的所有固有值全异而且都在单位圆周上，则此变 
换是稳定的 • 
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提示 变到固有矢 量构成的基底 上去， 

定义 一 个辛变涣 S •称为强穗定的，如果每一个充分靠近①5•的 
辛变换都是稳定的. 

: 在节 25 中我们证 明了： 若心 2 =浐 “而且 X #、 则 & R 2 — 
R 2 是强稳定的. 

定理 * 若辛变換*5的 2 n 个固有值全异 
而且全在单位圆周上，则 S 是强稳定 

的. 

证把 2 n 个固有值 A 分别包在个不 
相交邻域中，且这些邻域对单位圆周 图 177 辛变换 有小的 变动时 
和实轴都对称（图 177). 特征多项式 单特征根的性态 

的加个根将连续依赖于矩阵 S 的元. 因此若矩阵 乂充分 接近于 
S ，则在这 2 n 个 A 的 2 n 个邻域的每一个中恰有的一个固有值入!. 
但若有一个 M 不在单位圆周上，例如位于其外，则由5中的定 
理，在\的同一领域中将有另一个固有值 A 2 ，1 X 2 |<1， 于是根的 
总数将大于 2n ， 而这是不可能的. 

故乂之一切固有值仝在单位圆周上而且互异.所以 &是稳 

定的. □ 

; 我们可以这 样说： 辛变换的固有 
® A 只有在撞上另一'个固有值时才会 
离开单位圆周（图 178); 与此同时，共 
轭的固有值也会相撞.这样，，从单位 
圆周上的两对根得出一个四重组（或 
者由一对根得出-对实 A )• 


① SV 充分靠近” S 1 , 如果 S , 在某一基底下 的矩阵元素与 S 在同一 基底下 的矩阵 
元素之差小于 一个充 分小数 t ' 



图178辛变换有小的变动时重 
特征根的性态 
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由节 25 的结果可知，具有周期变化的哈密尔顿函数的线性典 
则系统发生参数共振的条件恰好是相应的相空间之辛变换失稳. 
由上面定理知道，这只可能发生在单位圆周上的固有值碰撞以 
后.事实上，克莱因已经注意到，并不是所有这样的碰揸都是危 
险的. 


结果是 UI = 1的固有值 A 分成 两类：正类和负类. 同一类 
的两个根相撞时，“它们彼此跨过”而不离开圆周.另一方面,两个 
异类根相撞，则一般会离开单位圆周， 

克莱因 * 的理论已超出本书范围> 我们把基本的结果以问题形 


式陈述于下. 

问* 若 a 和 r 是辛变换 s 的单固有值 （重数 1> 且 m = 1. 证明对应乎 
A ," T 的2维不变 平面心 是非零 化的， 

提示令是 S 相应于固有值 AuA * 的复固有矢董•若 AA /1， 矢 
量 L ， L 是斜正交的：= o . 

令4是〜中的实矢量而 ImA>0, Ml * 1. 若 0 则称固有值 A 


是正类的. 

问題证明这个定义是正确的，即它不依赖于平面中5关0的选取 • 
提示若#4包含两个不共线的斜正交矢董，則它必是零化的* 


同样，一个 A 重特征根 A ，| A 1 == 1若使二次型[55，^]在相应于 ; U A 的 
2 ft 维不变子空间上为正或负定的，就说它是正类或负类的. 


问醒证明 S 是强稳定的当且仅当其所有特征根都在单位圆周上而且厲于同 
一类. 

提示二次形式 dW 对 S 是不变号的 • 


* M.r.KpcftH •⑴ 一 日译本注 
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43 —个辛图册 

我們将在本15中证明达布 （ Darboux ) 定理.它指出每个辛流形都有 
一个局部坐标，使辛构造可以写成最简单的形式 t cs> z = dp /\ dq . 

A 辛坐标 

i 

回忆一下，流形的定义中包含了一个图册中各个区图的相容 
性条件.这是关于由一个区图到另一个区图的映射 o 的条 
沣.映射列是坐标空间中一个区域的映射. 

定义流形 JkP* 的一个图册称为辛图册，如果在坐标空间 
= {(P，Q)} 上引入了标准辛构造 0 } z = dpAdq 9 而由一个区图到 

另一个的变换是由典则（即保持 W 的）变换 GVW ; 来实现的. 
问題 证明辛图册在•上定义一个辛构造. 

逆也总是成 立的： 每个辛流形都有一个辛图册.这是由以下 
定理得出的_ 

B 达布定理 

定理令是 R 2 •的 x 点邻域中的闭的非退化2-微分形式.则在 a : 
的某邻域中可以选一个坐标系 ( pi ， …， poq u …， qJ 使此微分形 
式有标准形式 s 


A 

o)* = rfpAc?q= J2 d Pi^dq im 

i -= J 

这个定理使我们能把在典则变换下不变的而且在标准相空间 
( R ^\ co ^ dpAdq ) 中证明了的一切论断推广到任何辛流形上 

去. 


①例如复解析流形也是类似定 义的； 在坐标空间上要有一个复构造，而由一个 
区图到另一个区图的变换必须是复解析的. 
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C 坐标 P : 和％的作法 

我们取非常值线性函数作第一个坐标九（其实可取任一个微: 
分在 X 处不为零的可微函数为仏）.为简单计 可设九 (x) =0. 

用= Idp x 记相应于函数九的 
哈密尔顿场 （ K 179). 注意 i ^ Ct ) 

所以可以过 r 作一个超平面 
使之不含矢量 P/oO (其实可取 
任--横截于 Pi 00的曲面为 

考虑具有哈密尔顿函数 A 的哈密 
尔顿相流把在尸；作用下由 
鉍 eArwi 到点;2?=尸1(2/)所需的时间 ， 图 I ? 9 辛坐标的作法 

t 看作2的函数 B 由常微分方程理论的昝通的定理知这函数定义 
在： ceR 2 •的邻域中而且可微.记此函数为％.注意在 7 V 2 » 〜上 仏= 0 
而且①在场 Pi 方向上的导数为1 . 所以我们所作的函 数仏和 h 的 
波阿松括弧等于1* 

t pi ) — 1. 

D 对 n 归纳作辛坐标的作法 

若 n =1, 则已作完.令我们设达布定理已对 证+ 
明.考虑由心=灼= 0给出的集 M . 在0：点微分 rf 九，和！线性无 
关，因为故由隐函数定理 M 在点 
: r 附近是 2«-2 维流形；记作 

引理 R 2 * 上的辛构造 0 2 在 M^ 2 的点; r 之某邻域中诱导出 一个辛 
构造. 

证只要证明 < 在上非退化即可.考虑辛矢量空间 TRl \ a . 
A 和％为哈密尔顿函数的哈密尔顿矢量场中的矢量 Pi (^), Qi ( r ) 
属于 TRp . 令 ㈤ 灼和 g t 沿 f 方向的导数等干零.这意味 
着 dp { (^) =6) 2 ( Pi , f ) 二0和 dq x ( f ) ^ = 0. 所以 TAf ， 
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是的斜正交补.由节 41 fi , 0> 2 在非退化 

由归纳假设在辛流形 （ AfM 2 ，《 2 L ) 上的点： r 附近有辛坐 
标系.记之为 pi , 9((* = 2, *'*,«). 我们将夕2,…，<?«这些函数如下 
拓展到 R 2 n 的 X 点附近.之 X 点邻域中每-点2都可唯一地表为 
^ ~ P \ Q \ w , weM ^ K 而 s 与/是 小数. 令坐标九 ，…， L 在之 
点之值即它们在访点之值（图 179) .这样作出的2«个函数 A ， …， 

心构成 R 2 " 中的 x 点附近的局部坐标系. 

E 证明所得坐标为辛坐标 

用= 1，…，”）记哈密尔顿函数为 pif 9 i 的哈密尔顿 
相流，兑记相应的矢量场.我们要计算函数勿，…的波阿 
松括弧.我们已在 C 中看到 (^,^) = 1. 所以流与 Q ; 可交换 

P 5 Q :二 Q ! 尸 “ 

回忆 A ， …， w 的定义我们看到每一个这种函数在流 P ;， Q ; 下 
都是不 变的. 所 以九， ％与所有如九 >1) 这 2n - 2个函数的波阿 
松括弧都等于零. 

所以映射尸; Q : 与2个流 尸:， Q :( Ol ) 都可换.所以它使 
心 - 2 个矢量场 P ,， Q , G >1) 都不变.因为流 P : 和 Q ; 是哈密尔顿 
流，所以保持辛构造所以 0 ) 2 在 2 n -2 个场巧,<?乂〖>1) 
中任意两个的矢量上之值在;2 = P ;(?: w € R 2 •与在 u ； eM 2 *~ 2 点一 
样.但这些值等于相应的哈密尔顿函数的波阿松括弧.这样， 
:2« - 2个坐标办，^(|>1)中任惫两个的波阿松括弧在点2?与 w 处之 
值相等，只要; 

函数/>1，&是 - 2个流尸 { ， Qi (〖>2) 的每一个的首次积分，所 
似 ， 2« - 2个矢量场 A , Q *0">1) 的每一个都切于等值流形九 二 ^ 
-0. 但这流形即所以这些场是辛流形 
崎密尔顿场而相应的哈密尔顿函数是 A U ， giU 0> D . 所以在 
盤个空间 ( R a \0) 2 ) 中，这2« - 2个坐标中任意两个在 
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上考虑的波阿松括 弧与在 举空间 g ) 2 !^ 上考虑的 
波阿松括弧是同样的. 

但是，由归纳假设，於 2 ° _2 上的坐标（办 ItgD 0 >D 
是辛坐标.所以在整个空间 R 2 •中，所作出的坐标的波阿松括弧 
有标准的值 

(pi, pjXq “ ❼）三 0 ， （ g* ， 和） 

若⑺ 2 : : Sc / A / V ①则 R 2 •之坐标 p ， q 的波阿松括弧也有同样的值. 
但双线性形式由它在基底矢量上的值决定_因此，坐标函数时 
波阿松括弧唯一地决定了之值.所以 

« 2 =仏八和1 + — + dp n /\ dq ” 

而达布定理得证 . 

第九章典则形式化 

本章中完全采用坐标观点.由哈密尔顿和雅可比发展起来时 
典则变换的生成函数技巧是求积动力¥微分方程的最有力的方 
法.这一章中除了这种技巧外还包含了处理哈密尔顿相流的“奇 
数维”方法 • 

本章与前章是独立的.它包含了第八章中几个结果的新证 
明，以及对辛流形理论的起源的解释. 

44 庞加莱-加当积分 不变置 

在本节中我们要看一看奇 款维空 间中的 1- 形式的几何学. 

A —个流体动力学引理 

令 r 为三维有向欧氏空间 R 8 中的矢量场 r = cttrl t ? 为其旋度. 
r 的积分曲线称为 涡线. 若 A 是 R 3 中任意 相曲线 （图 180), 过 h 上 
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点的涡线构成一个管称为涡管. 

令? 2 为围着同一涡管的另一曲线 
使 Vi - V *=^ cr , a 是表示涡管 一部分 
的 2-链.这 时有： 

1 W 托克 斯引理矢量场在 Vi , v s 上有 
相同环流 

j> Y1 vdl = j> Y2 vdl _ 润管 

证由斯托克斯公式 f vdl - f vdl = ff cvLtXvdn = 0 . 因为 

J y x J y 2 JJ Q 

curb ? 切于涡管. □ 

B 离维斯托克 斯引理 

斯托克斯引理可以推广到任意奇数维流形(而 不止是 R 3 ) 
上去.为 了陈述这个推广我们用一个 
橄 分形式来代替上述矢 量场. 

矢量场 u 的环流其实是一个1-形 
式^) 1 的积分(^ 1 ^) = iv 9 f )). 对应 
千17的旋度是一个2-形式05 2 = day 1 

id CO 1 = ( r , f ， n )). 由这些 图 181 与奇数维空间中的 

公式很清楚，在每一点都有一个方向 2 -形式不变地联系的轴 

〈即图181中的 r 方向）有以下性质： V 沿任何以 r 为一边的“无 

穷小平行四边形”边缘上的环流为0 : 

cfoKr^tj) = 0, V t|. 

事实上， do l ir 9 rf ) = =0. 

注从2-形式== rfo ) 1 过渡到矢量场 r = curlf ? 并非不变运 

鼻： 它依赖于 R 3 的欧氏构造 • 只有 r 的方向①是与 6)* 不变地联系 

:, 

— — — — _u . . 

①即 rR 8 中与矢 Jtr 平行的无定询直线 • 
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着的（从而也与 W 不变地朕系着）.容易验证 ，若 r #0, 则 r 的方 
向是由 o 2 ( r ， tj ) = 0对一切 t ； 成立这个条件唯一决定的， 

髙维斯托克斯引理的代数基础是，奇数维空间的每一个旋转 
都有一个轴存在. 

引理 令 W 是奇数维空间 R 2 - +1 的一个外代数2-形式. 这 时必有 
一 个矢量6弄0存在使 

rf> = 0 ， vn^R 2n+1 

■s 

证斜对称形式 w 可由一个奇数2« + 1阶斜对称矩阵^给出 

o 2 ( 玄，”） = 04《， t ])， V 客， t | € R 2n+1 , 

这个矩阵的行列式等 于零： 因为 

A’ = — A， detA = detA / - detC- A) 

= ( - 1) 2B+I dety4 = - detd ， 

所以」 的行列式为零.这意味着 4有0固有值，其相应的固有矢 
量设为^#0,于是 得证. □ 

使 V T |, 0) 2 (§, TJ ) = 0的矢量#称为的零 化失量 . G > 2 的零化 
矢量显然构成一个线性子空间.若此空间具有最小可能的雒数 
(即对奇数维空间 R 2 ^ 为 I 维，对偶数维空间为0 维〉 ，則 w 称 
为非奇异的： 

问睡考虑坐标为 …， ^， …， W 的偶数维空间 R 2 " 上的2-形式、 
也 1 = dpqi + 十 dp n /\ dq ， :怔明 CO 2 非奇异 • 

问题在坐标为夕 u …， f 的奇数维空间 R a " +1 上考虑2-形式 

<o 2 = WhAc/h -①是 R 2 …上的任意 1- 形式 * 证明 M 是非奇异的. 

、 * - 

若 w 是奇数维空间 R 2 " +1 上 的非奇异形式 ，则 C 0 2 的所 有零化 
矢量都在一直线上 • 这直线是与不变地相联系的. 

现令为一奇数维微分 流形 ， W 是上的 1- 形式. 

!： . 

由上面的引理，在每一点 xGM 2 " +1 均有一个方向 （即切空间: 
TMf 1 上的直线 (4}) 具有以下 性质: q 1 沿着“以此方向为广边 .. 
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的无穷小平行四边形”上之积分为0: 1 

tj) = 0 , V rie TM Mt 

再设2-形式是非奇异的.这时方向 S 是唯一决定的，我彳门称 
它为 W 的“涡方 向”. 

涡方向场的积分曲线称为形式 o) 1 的涡线 〈或 特征线）. 

.〆 

令上的闭曲线 # 由 Vl 之各点发出的涡线构成“满 
管”.我们有 ^ 

高维斯托克斯引理 1- 形式公 1 沿围着同一涡管的任意两条闭曲线 
的教合但相等，即 fv 1❽1 ? 2 公〖只要 Vl - Ys = 沒泛， . 而 C 是渴管上 
的--块. 

证由斯托克斯公式 



但 rfw 在任一对切于涡管的矢量上之值为0 (这两个矢量位于一 
个包含涡方向的2维平面上，而在此平面上为 0. 所以 

J 户 i = □ 

C 眙密尔顿的典则方程 

哈密尔顿力学的 所有基 本命题都可直接由斯托克斯引理得 

出* 

我 们将取“扩充相空间’•’（坐标为 Pt ， …， Pu < h ， …， qn } t ) 为 
M ^ + \ 设已给函数 H = H(p,g，0. 我们作① 1- 形式 

o 1 = pdq - Hdt (pdq = pidqx + + p n dqj, 

I 

对 W 应用斯托克斯引理（图 182). 


①形式以在这里似乎是凭空冒出来的.在下一节里我们将会鬌到应用这个形式: 
的想法是怎样从光学来的. 


p 


(一 n'iy 


图 182 哈密尔顿场和形式 prfq-Hrff 的涡线 

笼理2» + 1维扩充相空间上的形式之渴 
线在 f 扬上有一对一的投影，即可表为函数 q (0. 这些兩 
教适合以 H 为哈密尔顿函數的典则方程组》 

M . _^P_ = g 3 Q , 糾 

K1} dt aq ， at 3p * 

换句话说，形式 prfq - H 办的涡线是相流在扩充相空间中的 
轨道，即典则方程 （1) 的积分曲线. 

证形式 prfq - 的微分等于 




dco 1 = Y1 idp { /\dq 


9 P 


^ Adt -^ AdO . 


由此可见 2 -形式在 P , q ,( 坐标中的矩阵是 


»里 






H t — 


> — 



(请验证!） 

这矩阵的秩是2« (左上角的2«阶子式非奇异）；所以是非 
奇异的.可以直接验证，矢量（-乂， H ,, l ) 是 j 相应于固有值0 
的固有矢量（请验证 1). 这意味着，它给出了 pc / q - HA 涡线的 
方向.但是矢量也是 （1) 之相流的速度矢量. 
这样 （1) 的积分曲线正是的涡线，是所 求证. □ 
D 关于庞加莱-加当积分不变量的一个定理 

现在我们来应用斯托克斯引理，我们得到基本 
定理设两曲 线7 2 ,7 2 包围 （1) 之相轨道所成的同一个管.这时 
pdg - 心在>^与7 2 上的积、分 相等： 



pdq - Hdt = 0 



形式 - Z 1 /心称为庞加茱-加当积分不变量®* 

证 相轨道是 prfq - H 心的涡 k , 而由斯托克斯引理，沿着包围同 
一涡管的闭曲线上之积分 相等. □ 

我们特别要考虑由同时状态组成的即位于平面 f = const 上的 
曲线（图 183). 沿着这种曲线，心= 0而# 心 = f 





①在变 分学中 称为希尔伯特不吏积分. 
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曲前述定理可得到重要的 

系1 相流保持形式 pdq = + p n dq n 在同时状态的闲 

曲线上之积分值 • 

证令的:•是由~到^时刻的相流所实现的相空间 Cp , Q ) 
的变换(即是说，砍 (仍， q。） 是典则方程 （ 1 >适合初始条件 P (~) 
= Po, qfC/ 0 ) = %之解）.令V为空间 R z \t = to ) 中的任意闭 

曲线，于是 p;iv 是 R 2 *G = G) 中的闭曲线且与 v 位于由相轨道在 
丑 2 ” +1 中所成的同一个管上 • 因为在 v 与# jv 上办= 0,由上面的 

定理可证得夺 pc/q =丰夕*, pdq . □ 

形式 pdq 叫做庞加 茱相对 积分不变量. 它的 几何意义很简 
#• 令 a 是一个2维有向链而且 y = 〃cr. 这时，由斯托克斯定理 

•'有 



: 于 是我们证明了重要的 

系2 相流保持曲面在 fi 个坐标平面（夕,，仏）上的投影的有向面 
:积之和 

JI — 

換言之，2-形式 = 是相流的绝对积分不变量. 

例当 n = 1时， CO 1 就是面积，而我们又得到了刘维尔定理：相 
: 流保持面积. 

E 典则变换 

令夕为相空间= {( P，《) }^R 2 •的可微映射. 

:定义映射5称为典 則映射或典則变換，如果穿保持 2-形式 
必 2 =24/负八和,不变. 
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由以上的论说可知，这定义有三个等价的形式 * 

1. y * co 2 = a ) 2 ( P 保持2-形式 2 cf 办八 和,）, 

2. n c ^= jj fa o )% va (没保持任意曲面在《个坐标平面上的 
投影之有向面积之和 ）> 

3. # y pdq = ^ 9 r pdq ( pdq 是 g 的相对积分不变量）. 

题证明若上述映射的定义域是相空间 R i# 的单联通域，则定义（1)，（2) 
等价于 （3h —般則有3二>2今 1. 

上面几个系现在可以改述为 
定理相流在相空间中给出典則变換①. 

令 sr : R 2 »— R 2 •为典則变换，即9保持 C 0 1 . 这时 P 也保持 w 的 
外平方： 

g * (6> 2 Ao ) 2 ) = a > 2 八 o ) 2 , 从而 p * ( o > 4 ) * = ( a 2 ) *• 

形式办八 c / a 的各次外幂与以下形式成正比， 

<» 4 = XU Acf psA \ dqiAdqi . 

i<J 

<»** = Z] d pijv“ f\d 

i i h 

于是我们证明了 

定理典則变換保持积分不变量《、…， o ' 

从几何上说， 《 2 t 的积分是在坐标平面 iPh ，…、 Pi k l Qilf ***> 
^ h ) 的投影的有向体积之和，特别是，正比于体积元素，所 
以我们有 

系典则变換保持相空间中的体积：即对任意区城 D ， pi ) 之体积 
专十 D 之体积. 


® 在 Landau 和 UfschUz 的名著【1] “力学 ** —书中这个定理的证明不疋 
确. 
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特別是应用到相流我们就得到了 
系 0 )\ 0 )\ …，^ 2 "是相流 （1) 的积分不变量. 

最后一个不变量是相体积，所以我们又证得了刘维尔定理 


45庞加莱-加当积分不变董的应用 


在本节中我们要证明典则变换保持哈密尔顿方程组的形状，证明一个哈 
密尔顿方程组的首次积分能将此方程组的阶数立即降低2,还要证明一个自 
然的拉格朗日力学系的运动是沿着陚以某个黎曼度量后的构形空间的测地 
线来进行的. 


A 典则方程中的变量变换 

形式 pdq-Hdt 与其涡线的联系之不变性质给出了在扩充的 
相空间 Up , g ，()} 的2«+1个坐标中写出运动方程的一种方法. 

令是扩充相空间（看作一个流形 A ^" +1 ， 图 
184) 的某个区图中的2« + 1个坐标函数.坐标 （ p , g ， f ) 可以认 
为是给出了 M 上另一个 区图. 形式 W = pdq - // rff 可以看作是 M 

• I 

上的 1- 微分形式 . M 上有—族曲线 ■ —涡线与此形式不变地（眼 
与区图无关地）联系着.在区图 （ P ， q ，0 中这些曲线 是以/ /( p , 
9，《为哈密尔顿函数的相流 



图184哈密尔顿方程组中的变置变換 




备 H 


Bt 


^ 24i * 



的轨迹 

设在坐标 （ A , …， 心_ +1 )中形式0) 1 可写为 
pdq — Hdt = 不心！ + … + X 2 n +1 dx 2 n + i m 

定理在区图 U *) 中， （1) 的轨迹是 c /心 的涡线. 

证形式和 pdq - Hdt 的涡线是 M 上同一个形式的涡线 
在两个不^同区图中的表示.但 (1) 的积分曲线是 pdq - Hdt 的涡 
线. 于是，它们在区图 ( A ) 中的象是形式 々的 涡线. □ 
系 令 ( P ，."， PoQu …， QoT ) 是扩充相空间 （ p , g ,0 的一个 
坐标系而函数尺 （ P ， Q , r ) 和 SXPiQJ ) 使得 

pdq - Hdt - Pc/Q - Kdt — dS 

(左右双方都是扩充相空间上的形式）， 

这时相流 （1) 的轨逐在区困 （ P , Q , T ) 中是以下典则方程的积 
分 曲线： 

, dP _ »K rfQ „ 

\ ^ I - - - - ■_ 猶* -- -- ■■ I 、 - - - - _ . 

dT bQ 9 dT aP * 

证由以上的定理， （1) 的轨迹可用 PdQ-ifdr + c ^ 的涡线来 
表示. 但对涡线无影响（因 c / c ^=0). 所以 （1) 的轨迹之象 
是 Pc / Q - KrfT 的涡线.按节 44 C ， 这样的形式的涡线即典则方 
程 （2) 的积分曲线. □ 

特别若仍 R 2 M — R 2 " 是相空间的典则变换而把坐标是 ( P ， q ) 的 
点变为坐标是 ( P ， Q ) 的点.函数 P ( P , g ) 和 Q ( P ， q ) 就可以看成 
是相空间的新坐标. 

定理在新坐标 （ P , Q ) 中典则方程 （1) 仍有典则形式① 

①在有些教本中，以保持哈密尔顿方程组的典则形式这个性质作为典则变换的 
定义•这个定义和一般采用的本书中前面的定义并不等价•例如变换 P = 2 p , 
Q^q 按我们的定义并不是典则变换，却可保持运动方程的哈密尔顿形式. 
甚至在 Landau 和 Lifschitz 4 力学 w 这样出色的教本（见上注）中也有这 
样的 混淆： 在该书节45 (见注 75) 中，作者证明了每一个保持典则方程的变 
换都是我们意义下的典则变换. 
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dP 公 K dQ 3K 

- —, - - ■ I ' 

dt dt 


而哈密尔顿函数相同： 

Kip , Q , t ) = HCp ， q ， t ). 

证考虑 W 上的 1- 形式 〆 q - IMQ . 
对任一闭曲线 V (图 185), 因为反是 
典则的，故有 


Po, 

1- - - ^ 

图185形式 pc/q — Pd 兑为闭 


pc/Q — jPc/Q 二手 pdq — 手 JPc/Q ― 0. 

V V V 

因此， r ， qi pdq - PdQ ^ S 不依赖于积分路径而只依赖于路径 

J IV 喵0 

终点 ( Pi , qi ) (起点 ( p a , q D ) 固定），所以 M = P^-PdQ. 于是 

在扩充相空间中我们有 

pdq ~Hdt -PdQ - Hdt + dS , 

于是，可用上面的定理而⑵变成了 （3). □ 

问題令 〆 *): V — R 2 " 是相空间的依赖于参数 ( 的典则变换： ffCO ( P , Q ) 
= ( P ( l >, m ， Q ( P , g , G ). 证明在变量中典则方程 （1) 仍有典赙 
形式但有新的哈密尔顿函数 

KCP f Q f t^ HCp 9 q 9 O 

这里 


Sdp 19 Qi, o = { P 1， fi pdq-PdQ. 

J 


B 用能董积分降低阶数 

现在设哈密尔顿函数 //(P,q) 与时间无关*这时典则方程有 

k 

一 个首次积分： //(pC0,q(0)= const. 结果是，应用这个积: 
分可将扩充相空间的维数2«+ 1减少2,而把问题化为在(2» - 1> 
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维空间中求积典则方程组. 

设（在某区域中）方程 /* = //(& ，…，仏％ ，…， g,) 可对办解: 
出： 

其中 P = (p 2 ，…， i> n ),Q = ( q Z 9 …， q n )，T = - q “ 于是我们有 

pdq - Hdt = PdQ - KdT ~d {HO + tdH. 

令 V 是典则方程 （1) 的位于 R 2n+1 之2«维曲面//(!>，《)= A 
4：的积分曲线.则?是形式 
的涡线（图 186) .把扩充相空间 R 2 » +1 r 

= {(P，g〆）} 投影到相空间 R 2 " = {(P， 

上. 曲面 /f = A 也就被投影到 R 2 * 

的一个（2«- 1) 维子流形 Af 2 "、 Z 

H(p，q)=A 上， y 则被投影为此子流图 186 降低哈密尔顿方程组的阶歎 

形上的曲线 7. 变量 P，Q，T 是 M& 1 的局部坐标. 

问题证明曲线是 M “ 上的形式1>內= PJ9 - Kdr 的涡线 • 

提示不影响涡线而在 M 上 = 

但 Pc ? Q - X 6 f：T 的涡线满足哈密尔顿方程组 (2). 故有 
定理方程⑴在曲面从 2 *〜 1 : « = A 上的相轨迹满足典则方程紅 



~ "* — (*• = 2, …， n 〉， 

dq x 9qi dq x 9p t 

这里函 故 K ( p u …， p n 、 q 2 , …， q n 、 T ， h ) 甶方租 H ( K \ ."，/>•， 

- T ， q z ， …， q n ) = A 来定义 • 

C 相空间中的最小作用原理 

我们考虑在扩充相空间 v ( p , Q, 0 > 中连接点（: p D ，g。〆。）fix 
( Pi . qutx ^ 的典则方程 （1) 之积分曲线 
定理伊分 fprfq - 当端点恒在 n 维子空问 (t = t 0 ,q = q ,)^ 
U = h，q = gi ) 上的积分路径变化时以 7 ,为駐定曲线 ♦ 
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ME 曲线 V 是形式 pdq - Hdt 的一条 


涡线（图 187) .因此 - Hdt 在“经 
过涡方向的无穷小平行四边形”上积 
分为零.换言之，增量 U^Updq 
- Hdt 比之曲线 v 与〆 之差是高阶小 
:量，是所欲证. 

如果以上论证看起来还不够严 



格，还可以用计算代替它 


图187相空间中的最小作用原理 


J(P 士 


H)dt = Cqdp + pdq - - ^^6q)dt 

J v a Q 


= pdq + f 1( q (p + 

0 J V 沒 P 

我们看到哈密尔顿方程组的积分曲线是积分 Ivdq - Hdt 
如下_钱类中唯一的驻定曲线：这些曲线 Y 的端点位于扩充相空 
伺的《 维子空间 ( t = t 09 q = q 0 ) m J:. □ 

注哈密尔顿形式的最小作用原理只是以上原理的特例.沿驻定曲线 
我 们有 

f #1 * 1 pjq- Hdi = \ % \ pq ~ H ) di = P 1 Ldt 
' ，0，， ° 

(因为拉格朗日函数和哈密尔顿函数互为勒让德 变换〉 •令(图 188) 为驻 
:& 曲线) 证^平面上的投影 • 对在《， * 平面上连接同样两点 A， 仏)， （^，gi) 



图188构形空间与相空间中的最小 


作用原理曲线的比较 
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的任意邻近的曲线在扩充相空间 （ p , g ，（） 中 可以作 一曲线/，即令 
p - 于是，沿 y / 也有 JVpdq - 但 由以上定理， 

对任意变分曲线（在边值条件<^ = 0，《 = «。)，（1=义，9 = 91)下 ） ^jvPdq 

. • 

-Hdt = o . 特别是对把 v 变为 y / 的特殊的变分是 如此.因此 v 是丨的 
驻定曲线，这就是要证明的 * 

在以上定理中我们允许年比哈密尔顿原理中的宽得多的曲线 
类中取^^与？比较：对 P 和 Q 的关系未加任何限制 • 令人惊奇的 
是，这两个原理却是等价的：在较窄一类变分 f 的 
驻定曲线与一切变分的驻定曲线 相同. 对此的解释是，固定 
值 p = 是 pd -// 的极值（参看节14勒让德变换的定义) • 

D 莫泊丟-欧拉-拉格朗日-雅可比形式的最小作用原理 

现在设哈密尔顿函数 H ( p , q ) 不含 时间. 这时//<!>，《)是哈 
密尔顿方程 （1) 的首次 积分. 把曲面 H ( p ， g ) =&从扩充相空间, 
{ Cp , g ,0} 投影到相空间 {( P , g )} 上.我们得到 R 2 •中的(加 -1)^ 
曲面 / f ( p ， Q ) = 这我们在 B 中已轻讨论过了，并记之为 
从 M 2 "— 1 上一点出发的典则方程 （ 1 ) 的相轨道全在 
上.它们是形式-幻 W ( B 中的记号）在 M 2 •”上 的 
涡线_由节 C 中的定理， M 2 *— 1 上的 （1) 的积分曲线是相应于这 
个形式的变分原理的驻定 曲线. 于是得 

定理若哈密尔顿*敫 H ( p ， g ) 不依赖于时间，則典則方程（1> 
钓位于 M 2n ~ l i /f ( p , g > =方上的相轨道是积分 Ipc / g 在位于 M 1 *" 1 
上并联接子空间 g D 与9 = 91的曲线类中的駐定曲线 • 

现在我们考虑曲面= A 上的驻定曲线在 g - 空 
间的投影*这曲线联结免 与屯两点. 令 V 为连结这两点的另一曲 
线（图 189) .它是 M & 1 上的某曲线^的 投影. 现用 r 将 V 参数化， 
c < r <6, y ( a ) = q 09 y ( b ) = q u 这时在 y 的每点上有一速度矢量 
q 、 d V ( r )/ rfr 和相应的动量 p = aL /^, 若选择 r 使得//(!>， q ) 



图 189 奠泊丢原理 


= h ， 则我们在曲面上得出曲线 V . 把上面的定理应用于 
f 上的曲线就有 

t 

系在所有 q 平面上联结兑^仏两点的、而且拴参數化佚哈密尔頓 
為数取常值/ /( aL /^, g ) 的曲线中，动乃学方程 （1) 的机 
道是“化约作用积分” 

• J paq = 

的駐定曲线. 

这就是莫泊丢 CMaupertuis ) 最小作用原理（也即是欧拉 二 
拉格朗日-雅可比的最小作用原理)重要的是要注意使曲线 Y 参 
数化区间可以因被比较的曲线 而异. 另一方面，能量 
(即哈密尔顿函数）必须相同.我们也要注意，这个原理只决定 
轨道的形状而不决定时间.为了决定时间必须要用能量 常数* 

当力学系统表示光滑流形上的惯性运动时，这个原理的形式 
特别简单， 


pqrfr = J 


Y 


9L 


參 


(r)q(r)d 


①“在几乎所有教本中，甚至在最好的教本中，这个原理都表述得无法理解”(引 
自 K. Jacobi, 的）•我不想违反传统.在 Landau 与 Lif s chiU 的力学教本节 
44 (见 247 页注） 中，有莫泊丢原理的一个有趣的“证明”. 



定理祓约束在光滑黎曼流形上的作惯性运动的质点沿测地成 
(即孤 长 / c ^ 的驻定曲线）运动. 

证这时 


H = L - T = 





aq 


2T 


ds 


2 




dr 




因此必须取参数正比于长度 rfr = rfW 获才能保证 H 取定值& - 
这时化约作用积分等于 


f ~~qdr - f y / 2hds = \/ 2ftf ds ^ 

Jy 0 q Jy Jv 

所以驻定曲线是流形上的测地线 《 □ 

在有位能时，动力学方程的轨道也是某个黎曼度量下的測地 

，线 • 

令心 2 表示构形空间上的黎曼度量而且给出动能（所队 

T = + •令 A 为一常数. 

dt 

j - 

定理在构形空间的区域 t /( q)<A 中定义黎曼度量 

•. b 

dp = \/ A — t / 

则动能 : T ( ds / dt ) 2 ，位能为 LT ( q ) 而总能量为 A 的力学系的軌. 

道是度量 dp 下的測地残 • 

• • 

证这时乙=了-17，//=7 1 +?7，（31/叫)兑= 27 1 = ( ds / dr ) 1 ^ 

2 ( h - U ). 所以参数 r 必须正比于长度：= ds /^ iJhZlT ) 才能: 
保证// = A . 化约作用积分于是等于 



= J y20i-'U)d^ = v" 2 
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由 莫泊丢原理，轨道是度量 c / p 下的测地线. □ 

注1 度量 rfp 是把“拉长”而得，拉长的程度与点 g 有关 
而与方向无关.因此，在度量 rfp 和 c / s 中，角是相同的.度量 dp 
在区域 A 的边缘上有奇性：越接近边缘， P ——长度就越小. 
特别是，位于边缘上的任意曲线之长为零. 

注2 若一测地线的起点终点充分接近，则长度的驻定值是 
最 小值. 这就说明“最小作用原理” 

这一名字的合理性，一般说来，作用 
量的驻定值不一定是最小值，看一下 
单位球面上的测地线就会明白（图 
190). 每个大圆弧都是测地线，但只 

有长度小于疋的才是最小： % ns^m 图190非最小测地线 



就比大圆弧还短. 

注3若 /* 大于 [/ 在构形空间的最大值，则 dp 没有奇性;所以 
可以应用关于黎曼流形上的测地线的拓扑定理来研究力学 系统. 
例如考虑具有某黎曼度量的环面 7^. 在所有沿纬圈绕饥周而沿子 


午线绕《周的闭曲线中存在一条最短的（图 191). 这曲线是一条 
封闭测地线（证明见关于变分法或“摩尔斯 （ Morse ) 理论”的 
书).另一方面，环面是平面双摆的构形空间.故有 



图191双摆的周期运动 

定理对任意整数对爪，《 必 有双接 的一个 周期运动使其一节洗 
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转⑺周， 另一节旋转"周 • 

更进一步，这样的周期运动只有当 A 充分大才存在 （ A 应大 
于最高位置的位能值). 

最后一个例子，考虑位于任意势场而且有一恒定的固定点的 
刚体.构形空间 (50(3)) 不是单连通的*其上有不可缩的曲 
线.用上面的论证可得 

定理在任意有势力场中，至少有剛倖的一个周期运动 • 此外， 
存在总能 t A 任意大的周期运动， 

46惠更斯原理 

哈密尔顿力学的基本概念（动量、哈密尔顿函数 H ， m ^ pdq-Hdt 
以及哈密尔顿-雅可比方程， 所有 这些下面都要讲到）起源于把服从 一个恃 
定变分原理即费马原理的几何光学的几 个最简 单而且自然的槪念转换到一 
般的娈分原理（特别是变为密尔顿的驻定作用量原理打= 0), 

A 波前 

-我们要简略地①看一看几何光学 

p • 

的基础槪念.按费马极值原理，光由 

* • 

点屯 到吼按 耗时最小的路径行进，光 

速可以既依赖于 Q (“不均匀介质也 图 192 —^各向异性的 

可以依赖于光线的方向 C 在诸如晶体 不均匀介质 

这样的“各向异性介质”中 )• 介质的特性可以用每点 g 的切空阃 
上作一个曲面(“指示面”即“折射率曲面”)来描述.为此在该点 
的每个方向作该方向的速度矢量 C 图 192〉. 

® 我们在此不求严格，并且假设所有行列式均不为0 等等. 以后的定理的证腾 
并不依赖于这一节中的半直觉的论证. 
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现在令 /> o . 我们来看光从％点在少于或等于#的时间内 
所能走到的点 q 的集合.它的边缘是由光在时刻（（但不能 更早〉 
达到的那些点组成，称为从 g D 出发在时刻 f 的波前％。(0. 

惠更斯发现了在不同时刻的波前之间有一个值得注意的关系 
(图 



图193 波前的每络 

■ 

騫更斯定理 令少 《。(#) 是从点 q 。 出发在时刻（的波前.从其上每 
点 q 出发考虑时间$的波前少《(5).則由 q 。 出发在时刻/ + $的 
波前 + 0 将是所有波前少的包絡，这里 
证令少 ^(纟 + s ). 必有一条从 g 。 到 q , + . 的路径使光沿它旅 
行时两为# + s 而没有需时更少的路径.看其上的点切即光在时 
刻/到达之点.不存在由吼到免的兼时更少的路径.否则也 
就不是需时最少的了.因此点少在波 \\ 

前少《。(0 上. 完全相同，光在 时间 ％ 

内走完路径9沒而且沒有需时更^ ^ 

少的路径.所以点9<+•位于由必出发 

时刻 ^的波前上 * 我们要证 明波前 图 194惠更斯定理的 证明】 

•fc 

⑷与少,。(* + 0 相切，事实上， 如果它 们相交（图 194), 则 
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一定可能从珞以少于 S 的时间走到少的某点，即 从仏以 
少于 f S 的时间走到 • 这与少 + o 的定义矛盾> 从而 0^(0 
与少《。(（ +约在点 q *+ •相切 • □ 

以上证明的定理$做 惠更斯 原理.很清楚点％可以代以一曲 
线、曲面或一般地代&某闭集， 三 维空间 {«} 可代以任意光滑流 
形，而光的传播可代以任意“局部”传递的扰动的传播. 

惠更斯原理归结为对传播过程的两种描述法*首先：可以画 
光线，%光的需 时最少 的传播路线.这时传播的局部性质是由速 
度矢量 ^给出 的. 若已知光线方向，则速度矢量的大小由介质的 


特性给出（指 示面 亦即折射率曲面)， 

其次：我们也可以画 波前. 设在空间 { g } 中有黎曼度量，我 
们就可以谈得上 波前的运动速度， 例如看充满着通常欧氏空间的 
介质中光的 传播. 可以用垂直于波输的矢置 p 来刻划波前的运动 


如下. 

相应于每点 g 。 都可定义从《。到《 
的光学 长度为 一函数5,。(兑>,即光由 
仏传播到 g 所需的最少时间.其等值 
集{中乂。(《)=0即波前少《。(0 ( 图 

195). 函数 S (在上述度量意义下） 
的梯度垂直于波前并且标志了其运 
动.在这里，梯度越大，波前运动越 



波前 


图195光线的方向与波前 
运动的方向 


慢. 所以哈密尔顿称矢量 P =^ r 为波前的法向慢度失量. 

在各向异性介质中，光线方向 和 波前运动方向 P 并不一 
致.但是它们之间有一个简单的关系，很容易由惠更斯原理导 
出.回想一下，介质的特征在各点由光速矢量曲面即指示面来描 


见 


f 人 
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定义指示面在点的切超平面的方向称为共扼于 r 的方向 （图、 
196), 、 

定理皮前中《。(() 在 ％ 的方向共扼于光线方向 q . 


/共韉方珣 


图 196 共轭超平面 


e # 9 (t) 



图 197 波与波前方向的共轭 


证看光线兮。免上一点 A, (图 197) •取 e 很小 • 则波前 

A,-Xe) 比 q, 点 的指示面缩回 e 相差量为 0(d). 由惠更斯原理， 
波前少《,-<⑻与中〜⑴在点 q •相切 • 令 e — 0即得定理之证 • 匚] 
若用以定义 P 的辅助度量改变，则 P 作为波前运动自然的速 
度，大小和方向都会改变.然而 空间々 } = R 3 上的微分形式 prfg 
- rfS 的定义与辅助的度量无关；它的值只依赖于波前（或 光线人 
在共轭于光线速度矢量的超平面上，这个形式等于零，而它在速. 
度矢量上其值为 1® # 

B 光学力 学对比 

现在回到力学.在这里运动轨迹也是一个变分原理的驻定曲: 
线，可以象哈密尔顿那样，把力学建立为多维空间的几何光学； 
我们不详细展开这个作法而只列举出那些引导哈密尔顿到 基本方 


® 因比，相应于过一定点的各个波前的矢量 P 并不是任意的而要服从于一个条 
件： p 的可容许的值 组成彳 p> 空间中的一个超曲面而对偶于速度的指示面 . 
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学概念的光学槪念. 


光 学 

力 学 

光学介质 

费马原理 

光线 

指示面（即折射率曲面） 

波前的法向慢度矢量 P 

P 用光线速度 4 的表达式 

1- 形式 pdq 

扩充构形空间 

哈密尔顿原理： 3丨 Ldt^Q 

轨迹 q (0 

拉格朗日函数 1 

动量 P 

勒让德变換 

1 _ 形式 pc / cj — Hdt 


路径的光学长度 ^^( q ) 和惠更斯原理还没有用到.它们在 
力学中的类似物是作用量函数和哈密尔顿-雅可比方程，现在我 
们就要来讲 它们. 

C 作用量作为坐标和时间 的函数 

定义 作用量 5： ( g ,/) 即沿着联结两点之驻定曲 
线 V 上的积分 


为了便 此定义正确，有几点注 
意，必须要求由点 ( q 0 " 0 ) 发出的 
驻定曲线不在别处相交，而构成所谓 
“驻定曲线的有心场”(图 198). 更确 
切些说， 对 每一对 Cq 0 ， t ) 有一个点 图 m 驻定曲线的有心场 

Cq ,0 相应，此点是适合初始条件 g ( 0 ) = g Q ，4(0) =&>的驻定 
!曲线的 端点. 我们说驻定曲线 Y 包含在一个有心场中， 若映射 

是非退化的（在相应于所考虑的驻定曲线 v 的点 
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上，从而也在其邻域中). 


可以证明当充分小时，驻定曲线 V 包含在>一个有心场 • 

中①. 

现在我们来看我们的驻定曲线之端点 （ q ， 0的一个充分小^ 
邻域. 其中每一点都可用所考虑的有心场中的唯一驻定曲线与 
(% 〆 。）连接 起来. 这个驻定曲线可微地依赖于终点（《， o.m 
此，在所指定的邻域中，作用量函数叉。,。(^ = ^1心是正衡 
定义的. 

在几何光学中我们注意于路径的光学长度的微分 • 这里自然 
注意于作用量函数的微分. 

b 

定理作用量兩数（具有固定起点）的微分等于 

dS = pdq — Hdt^ 

参 • 

g = 而 H == pg - L 是用轨道 v 的终点速度 q 来定义的. 

证令 p = aL / a $ 而将驻定曲线从 （ g〆 ） 空间提升到扩充相空间: 



图199具有焦点而不包含在江 图 200 作用量函数微分的计算 

意有心场内的驻定曲线 

{( p ， q “)} 中，即用相轨道代替驻定曲线 * 这釋我们得到扩充柑 
空间中的一个 （ w + 1) 维流形，它由相轨道即七式的 


①问题证明对于大的/ 一 G 这是不成立的 * 提示 一 9 ( 图 19S )， 
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特 征曲线组成.现在给端点 ( q ,0 以増量 CAq , AO 并 且考虑 
连接与线段 Cq + 0Aq, t + 8 At ) 0<0<1上各点的驻定 
曲线之集（图 200) .在枏空间中这鋩是由形式 pdq - Hdt 的特征 
曲线组成的四边形 CT , 其边缘包含两条 相轨道 Vi , y 2 , 空间 
(q-q 0 , t = 内的一段曲线 a 以及投影到线段 ( Aq , AO 上 
的曲线見因为 a 是由 pc / q - f /* 的特征线組成的，故 


0 =»JJ d Cpdq - Hdf) = J pdq - Hdt 

- f - f + f - f pdq - Hdt, 

Jvi J Y± J fi J« 


但在线段 《 上， dq = 0, dt = 0. 在相轨道)^和仏上， pdq - Hdt 
= Ldt (节 45 C ). 所以差 f - f Vl P ^ q - Hdt 等于作用量函数的增 

量，而我们有 

:. 

_ 

f 

m 

pdq - Hdt = 5 (q + Aq , # + AO — * S ( q , O m 
J p 

若令 0， A (— 0，即可证得定理， 囷为 ' 


prfq-/frf# = pAq-jF/A/ + #(A/ r AQ)* U1 

J fi 

\ 

形式 pc / q - HA 原来是人为地引人的 • ，现在我们通过光学 

和力学的类比看到，它来自讨论相应于路径光学长度的作用量函 

* 〜 

数. 

D 哈密尔顿-雅可比方程 

回忆一 下，“法向慢度矢置 P ” 不能是完鲞任意的：由于惠更 
斯原理,它要服从于条件 P ^= l . 对作用最函数 S 昀梯度槔有一 
个类似的条件限制 • 

定理作用量雨敫满足方程 5 






适才建立起来的力学系的轨迹 C “光线”）和偏微分方程(“波 

• —*! 

前”）的关系可以在两个方向上应用， 

首先，可以用方程 Cl ) 之解来求积动力学常微分方程组. 
下节讲的求积哈密尔顿典则方程的雅可比方法就是. 

其次，射线和波的观点之间的关系使我们能将偏微分方程 
(1) 的求解化为解哈密尔顿常微分方程组. 

让我们稍微讲详细一点.哈密尔顿-雅可比方程 （ I } 的哥西 
何題是 


( 2 ) Siq, t Q ) = S 0 C4) + = 


为构造这个问題的解，看一看哈密尔顿方程组 


二一咕 “一 aH 
P = — -, Q =- 

并考虑其初始条件 C 图201)« 

qOo) P<W =^r 

«o 

* ^ 



相应的解 可以在空间中用曲 图 201哈 密尔顿 -雅可比方程 
Mq - Q (0 即= 0的驻定曲线来 的哥西问题解之持征曲线 

表示（拉格朗日函数是哈密尔顿函数/对 p 
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的勒让德变换).这个驻定曲线称为问题 （2) 由发出的特体 

线. 

若值 G 充分接近匕，则由接 近于％ 的点发出的特征线在 

中不相交.此外仏和 （ 之值可以作为区域 - 
q 0 l <^, (。幻由点的坐标（图201>. 

现在作“具有初始条件&的作用量函数”： 

( 3 ) S(A) - 5 0 (q 0 ) + T LCq,q, t)dt 

J 鬌•山 

(沿通到 W 的特征线积分>« 

定理函數 （ 3 ) 是问题 （ 2 ) 的解. 

证初始条件显然 满足. 满足哈密尔顿-雅可比方程这一点可象 

作用量函数的微分定理一样来证（图 202). 

由斯托克斯引理山 + 

所以 

pdq - Hdt - f pdq- f S Q {q 0 ^ Aq) - S t Cq 9 ). 

• a J a J a / 

此外， Vi , h 是相轨道，听以 

^ i* 

pdq - Hdt = Ldt. 

J Vi* 2 ^ y 1*2 



moz 作用置函数是哈密尔顿-雅可比方程之解 
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子是 


f pdq - Hdt ^ C 5 0 Cq 0 + Aq ) + f Ldn - [ S 0 ( q 0 > + f Ldtl 

J fi J y 2 / Vi 


=S (A + A^4) — S(^4) • 

当 f-v 0 时，我们得到 as/W - - H , 9 S /0 q =i> 而定理 得证. 
狗 fll 证明问题 （2) 解的唯一性. 

提示沿特征线微分 5*. 


狗賵 对士， S 。 ：=誓解哥西问題 (2). 

问题对 6 作多值“函数” S ( q ) 与 p ( q ) 



O 




的图象（图 201). 

答参照图 203. 

S 图象的自交点对应于 P 之图象的马先 
思威尔线：有阴影的面积 相等. S(g，f) 的 
图象在点 （9 = 0 乂)处有一个叫做热見的奇 

点. 



图203哈密尔顿-雅可比 
方程解的典型的奇性 



47求积哈密尔顿典则方程的 
哈密尔顿-雅可比方法 


我们将在本节中定义一个自由典则变换的生成函数. 

哈密尔顿-雅可比方法的想法如下.在坐标的典则变换下， 
保持了运动方程的典则形式以及哈密尔顿函数（节 45 A ). 因此， 
若能找到一个典则变换将哈密尔顿函数化成新典则方程可以求积 
的情况，则原有的典则方程也可积出.而作这样的典则变换的问 
题又归结为求出哈密尔顿-雅可比偏微分方程的相当多的解.所 
求的典則变换的生成函数一定满足这个方程. 

在转到生成函数这个工具之前，我们要提醒一下，很不幸它 



并非不变的而是本质地侬赖于相空间 {( P » q >} 的坐标结构的. 
有必要使用偏导数这个工異，这时甚至记号也是含混的 ®. 

A 生成函数 

设 2n 个变量 p , q 的2«个函数 P ( p , q ) 和 Q ( p ， q ) 给出典则 
变换仍 R 2 ”— R 2 ft r 则 1- 形式 pdq - PdQ 是全微分（芣 4 5 A ) : 

( 1 ) pdq - P<iQ = dS ( p , q ). 

柯題证明其逆：若此形式是全微分，则变换是典则变换. 

现在设在某点 Cp 0 , q 0 ) 附近可取 CQ , q ) 为独立 坐标. 换 
言之，设其雅可比行列式在（队,仏）点不为零： 




sQ 


= det 

Po^o 



判. 


这样的典则变换称为自 甶的. 这时函数 s 可以局部地用新坐标来 
表示 I 

=5* i ( Q , q ). 

定义函数称为典则变换 P 的生成 禹数. 

I 

I 

我们要强调指 出& 不是相空间 Rh 上的函数：它是两 个”维 
的点屮 Q 的空间的直积 Ri x 中的一个区域中的涵数，_ (1) 
知&的“偏导数”是 


( 2 ) 


响 ( Q ， g ) 


= p 和 


Mi (Q ， g) 





反之每一个函数 \( Q ， q ) 也都通过上式 （2) 给出一 个典则 
变 换夕. ' 


①重要的是要注意，平面上的量 ^uf^x 不仅依赖于取什么样的函数为 X ,还 
依赖于取什么函数力 y : 在新变量中， aw / ax 的值就不同了.应该要写 



3x ly — const 



Z=COJlst 


* w * 



定理设&((?， q ) 是定义在两个 n 维故:氏空间的直积的某支 
( QdjQo ) 的一个邻域上的函教.若 


det 


aQ&q 


0 




则是某个自由典则变换的生成函数. 

证由隐函数定理可以解出决定 Q 的方程 


^ i ( Q , q ) - 


P. 


于是在点 


( q #) Pfl = (^5 l ) 


附近可以定出一个函数 QCpjKQCgohq 。). 事实上，我 H 
所需的行列式由我们的假设不为零，这里它是 


det 


CQ , g ) 
aQaq 




现在考虑函数 


Pi ( Q , q ) = 


9 




Sx ( Q , q ) 


并且记 

P(p,q) =Pi(Q(p,q),q)> 

这时，变点 ( p » q ) 为点 （ P ， Q ) 的局部映射 W 是典 WK 
变换而 且以& 为生成函数，因为由上述作法 


pdq - PdQ = 0S 々 q ) dq + ^i^Sl d Q 9 
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W 且它是自由的，因为 detGQ / aphdetWKQjVaQaq )” 

¥= 0 . □ 

变换仍 R 2 "— R 2n —般是由 2« 个 2 rt 变元的函数给出的.我们看 
到典则变换则完全由一个2«元函数-生成函数给出.很容易看到 
生成函数在所有涉及典则变换的计算中多么有用.而当变量个数 
变得很大时尤其是这样. 

B 生成函数的哈密尔顿-雅可比方程 

注意哈密尔顿函数仅依赖于变量 Q 的典则方程是很容易求积 
的. 若 H 二 K ( Q )， 则典则方程成为 


(3) 


兑 = 0 


bK 

W f 


由此立即有 

Q(O-Q(0), P(0 -P(0) +t 告 • 

Q(0) 

我们现在要找一个典则变换把哈密尔顿函数 mp ， g ) 变成 
K ( Q ). 为此，来找这个变换的生成函数由 （2) 可得 


条件 

(4) 0 -K(Q) 

上式中在求导 ■后 应将 g 都换成 g ( P ， Q ). 注意对于固定的 Q ， 
方程 （4) 是哈密尔顿-雅可比方程， 

雅可比定理 若能找到给密尔 顿-雅 可比方程的含《个参數① 的 
mSCQ , q ) 而且使 det ^ S / dQaq ) ¥=0,則可以显示求积出典則方 

裎 


① （4) 的含 n 个参数的解族称为完全取分, 


^ i €9 • 






f •:糾 i : 


.湖 


呻卜 



(5) 




P 










由方程 吟 ( Q ， g ) = p 决定的函数 Q ( p ， g ) 是方程 (5) 的首次 

证考虑具有生成函数 S ( Q ， q ) 的典则变换.由 （2) 有 p =(^ S 7 
^ q ) ( Q , Q >, 由此式可以定出 Q ( P ， Q ). 我们来在新坐标 P , Q 下计 
算函数 H ( j >， q ). 有 H ( p ， q ) =丑（<>57叫 ）(<?， q )， q ). 要在新坐 
标系下求出哈密尔顿函数，必须在此式中（在微分后）将 Q 换成 
它的的表达式.但由 （4), 此式完全不依赖于 g ， 所以我们 
简单地有 

H(p ， q) ^=K(Q). 

故方程 （5) 在新坐标中形式如（3)，而雅可比定理得证. □ 
雅可比定理将常微分方程组 （5) 的求解化为求偏微分方程 
(4) 的完全积分.这样由简“化”繁却提供了一个解决具体问 
题的有效方法，这是令人惊奇的，然而这确是求精确解的最有力 
的方法，而雅可比解出的许多问題用别的方法是解不出来的. 

C 例子 

我们来考虑两个固定中心的吸引问近年来由于它与人造 
地球卫星运动的研究有关，对它的兴趣增长了.很清楚 W 轴上两 
个靠近的吸引中心近似于沿=轴稍微拉长的椭球的吸引，不幸的 
是， 地球不是细长的而是扁平的，为了克服这个 困难， 必须把中 
心放在2轴上离原点有虚距离±化处.当然,所得解的解析公式在 
复域中成立.这 y 我们得到了地球引力场的一个近似,使运动方 
程可以精确积出，@而比把地球作为一个质点 的刻卜 勒近似更好. 

为简单计，我们只考虑两个等质量定点吸引的平面问题. 3孤 
可比方法的成功基于采用了适当的坐标-椭圆坐标.设定点 Oi , 
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0 2 的 距离为 2 c (图 204)， 而动质点到它 
们之距离各为。与^.椭圆坐标 €， r ? 定 
义为到0,,0 2 之距离和与差： f = r t 

角题用椭圆坐标表示哈密尔顿函数. 

. 解曲线 & = cunst 是以 0 】， 0 2 为焦点 图如 4 椭圆坐标 

的椭圆，曲线 = const 是焦 点相同 的双曲 

线（图 205). 它们互相正交，故 

Js 2 = a z d^, z + b 7 'drf , m 

我们来 求系数 a 和 6. 对于沿 椭圆的 运动我 
们有= dscosa , dr 2 = ― dscosa 9 故 

it7=2cosarfs • 对沿双曲线的运动， dr x = 

,<i/5sina, = dss:na 故 = 2sinacfs •所 图 205 共焦糖圆和双曲线 

UJla = (2sina)- l f 6 = (2cosa ) - 1 •由三角形 OJVf 又有 r f+rj+ 2r 1 r 1 cosa 
= 4c *, 故有 

cos 4 a — sin a £r = ~ r 1 r 2 , cos*a + sin 1 ^ = 

2 r x r 2 2 r t r a 




cos 心 二# • _ 


^ r x r z 


Cr x + r z ) 2 - 4 c 1 
ir y r % 


: 若记 </s a = 2a; cfgf ， 则 


2 


T p^afq, ^ 


U 


h ^ p \ 込 

2iT 1 广 1 1*1 

| ri + i^r l -r z = V^ r i r z- 所以 最后有 


k 


H =2 p 


2 r ,^ 2 AC Z -T} % 

—. .™ —-一 




2 p 


AH 


$ z ， v z i z -n* 


溉在我 们要解哈密尔顿-雅可比方程_ 


參 


271 



定义若变量只以组合为之形状出现 
在方程 



中，我们就说变量 A 是可分离的. 

这时，求一个以下形状的解是有用的* 

5 = +S' / (^ 2 , *•*, q«). 

在这个方程中令 P 将适合一个变量数目较少 

a( h 

的方程 



令如…， whC ) 是它的一族含参数 C 的解.只 要&满 

▼ 

足常微分方程史 Qx ^= c u 函数/就是所求 

B <h 

方程的解.这个常微分方程是容易解的：把与&表示 

知 Sj3q t = 少 ( 91 ，〜）即得 5*1 = Hdqi ， Ct)dq u 

♦ 

若新方程（0 2 )中又有一个变量例如办可 分离， 可以重复 
这个过程（在最有利的情况下）就可求出原方程的含《个常数盼 
解 

+5*2(^; c”(?2) + … +5 t ，（ qf“c 1 ， •”，<?，）• 

这时我们说变量是完全可分离的. 

若变量完全可分离，就可用求积法求出哈密尔顿-雅可比方 
程 AOS / agj ) ，0的含〃个参数的解.而相应的典则方程组也 
可用求积法解出（雅可比定理). 

我们将这个方法用于两个固定中心问题.哈 密尔顿 H 淮可 it 
方程成为 
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( 3 ff) ( ^ _4cj) +( 箸 ) ( 4c *-”*) 

= nrz 2 ) + 從 
这是可以 分离变 量的，例如只需设 

( ) 2 (P - 4/) - 4W — KS^Ct 

从而又有 


(~-) <4c 2 -r? a ) +7^7? 2 = -Cj 

« n 可. 于是可以找到方程 （4) 的完全积分 


扣 ，杨， c 2 ) = 



兼可比 定理用椭圆积分给出了两个固定中心的运动问题的显示 
解. 关干这个运动的更详细的讨论可见 CharHer ， [1] 一书. 

两个固定中心的吸引问题的另一个应用是研究一个吸引中心 
场 中具有固定拉力的运动. 

这就是一个质点在一个固定中心的牛顿引力作用和另一个大 
小方向都固定的力(“拉力”)作用下的运动 问题. 它可以看作是两 
个固定中心的吸引问题的极限情况.即一个中心沿推力方向运动 
到无穷远处时的极限 <这时其质量与其距离平方成正比增加以保 
钲拉力不 变)， 

两个固定中心的吸引问題的极限情况可用椭圓函数显示地解 
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出. 用以上问题取极限或者直接对一个固定中心的场中的固定拉 
力的运动问题作分离变量都可看到这一点.在这问题中使变量分 
离的坐标可由椭圆坐标令一个中心趋向无穷取极限而得.这称为 

抛物线坐标而由公式 

u-r — Xf v-r+ x 

给出（拉力沿着 x 轴）. 

固定拉力问题的轨道的描述（其中有许多是很细致的）可在 
B . B . 别列茨基“天体运动概说” （ Belet z Hi ，[ l ]) 一书中找到. 

再举一个例子即三轴椭球上的测地线问题®.这里雅可比椭 
球坐标 M ， 是有用的，它们是 


2 


^5 


+ 


| - ■■ 心 1 - - 

入 a 2 + A dg 4- 


1 ，入 1 〉入入3 , 


的根，仏, 心是 笛卡尔坐标.我们不作计算以表明变、量可分离 
(这例如可赛雅可比“动力学讲义” 一书中找到〉，而只提一下结 
果： 我们将描述一下测地线的性态. 

曲面= const ， A 2 = const t '和; l 3 = const 都是二次曲面，称为 
共焦二次曲面.第一个是椭球面，第二个是单叶双曲面，第三个 

t ： 

是双叶双曲面.椭球面可以脱化成一椭圆的内域，单叶双曲面可 
蜕化成或为橢圆的外域或为一个平面上双曲线两枝之间的部分， 
双叶双曲面则可蛻化为平面上双曲线两枝之外的部分或者成为整 
个平面， 

设所考虑的糖球属于主半轴的一族椭球.椭圆 A = 0，. 
^=0和^3=0都是闭的测地线.从最大的椭圆（即主半轴为: 


①椭球上的测地线问题以及密切相关的椭球弹子问題最近在与激光装置有关的^ 
一系列物垂问慰中得到了 应用. 

，274 ^ 



« ， 6 的）上一点出发沿着靠近该椭圆方向的测地线(图 206) 交替 
地切于椭球和这一族中的一个单叶双曲面 A = const 的两个闭截 
口®.测地线或者是闭的，或者在两个闭截口之间的区域中稠 
密.当测地线斜率增加时，这双曲面蛻化成为一双曲线“内” 
区域，而此双曲线与椭球面交于四个“脐点”•在极限情况下就得 
到了从脐点发出的测地线（图 207), 



图206三轴椭球面上的测地线 图207由脐点发出的测地线 

从一个脐点发出的测地线，一定都收束于对面的脐点，而且 
所有这些测地线长度相同，注意到这一点是很有趣的 • 所有这些 
测地线只有一条是封闭的，即中间的椭圆亦即主轴为 a ， 0的 
椭圆. 如果我们沿任意的另一测地线在任意方向穿过脐点，则必 

渐近趋向这个椭圆. 

最后，与最大椭圆相交得“更陡”的测地线（图 208) 交替 
地切 F 我们的摘球与一双叶奴曲面的两个 截口. 一 般地，它们在 
这两个截口之间的区域中 稠密. 半轴为6 和 C 的小糖圆也属于这 

一测地线之列 • 


①共焦曲面的这些截口也是摘球的 曲率钱 • 


♦ 275 » 




图 20 B 椭球面上切于一个双叶双曲面的测地线 


“ 求积一个已知微分方程的主_困难在于引入方便的变量， 
而这是没有规则可循的.因此我们^须走相反的途径，先找一些 
值得注意的变换，再看哪一些问题可以成功地应用它们， （雅可 
比的 <动力学讲义> )• 

朗道和栗弗席兹的《力学》(见注 75) —书中列出了可用球、 
椭圆和拋物线坐标来分离变量的问题. 


48生成函数 

在本 节中我们要对非自由典则变换造出生成函数这一 工具， 

A 生成函数5 2 (1>， 9 ) 

令夕:•为一典则变换而且 〆 p ， g ) = ( P ， Q ). 由典 W 

变换的定义， R 2 •上的微分形式 

pdq - PdQ = dS 

i - 

是某函数 S ( p ， q ) 的全 微分. 如果可以取为2«个独立坐标， 
这典则变换就是自由的_这时函数 S 可以用 q ， Q 表示并称为生成 
函数& ( g ， Q ). 只要知道这个函数就可知道给出这个变换的 2 n 个 
涵数，即由以下关 系式来 求出： 


①它们也是曲 率线. 



( 1 ) 


p 


_ ^( q , Q ) 







但远非所有典则变换都是自由的.例如对于恒等变换，分辩 
= g 就是相关的.所以恒等变换不能由生成函数 S \(«， Q ) 给 
出.但是，我们可以应用勒让德变换以得出其它形式的生成函 

数. 例如设取 p ， qm u 上的独立的局部坐标.（即行列式, 
det ( a ( P , q )/ a ( p , q )) = det (0 P /0 p ) 不为零）•于是有 

pdq-PdQ = dS\^X^Lpdq + QdP ~d(JPQ+ 5 ). 

把量 PQ +5 •用 < i >， g ) 表出也称为一个生成函数 

^(P,q)=PQ + 5(p,q). 

对于它，我们有 


( 2 ) 



r\ - a 5* 2 (P ， Q) 

V ~ • 


反之， 若& ( P , g ) 是使行列式的任 
意函数，则在点 


(p 。 = 



附近，可以由方程 （2) 的第一组求出 P 而得一个函数 P ( p ， q > 
(且 P ( p 。， g 。）= P 。）.方程（2)的第二组就定出 <?( p ， g )， 而映: 
射 ( p » q ) - ( P , Q ) 是典则的（请证明 !>. 

问题求恒等映射 P 二與生成函数 

答 Pq ： 

注生成函数心 ( P ， tf ) 很方便还因为 C 2) 中没有負号，而且只赛 f 
住恒等变换的生成 函敗是 則它也很容易记， 

B 2* 个生成函数 


鼻 


177 


不幸的是也不一定总能取为局部坐标 I 然而总可以取某 
一组个析坐标 

Pi = ( ^ ，…， 尸 ‘*) Qi * (%，…， 0/—*) 

和 原有的 g 合为 2#* 个独立坐标， 

这里是把集 (1, -,«) 分划为两个不相交子集（ I …， G ) 
和 (/ i » …，>^*)|所以一共有2* 1 个情况. 

定理令免 R tn ^ R in Jk 由兩教 P ( P ， q ) ， Q ( p ， q ) 給出的典则 变換. 
在每点 （ p D ， g 。） 附近， ，2* 组函数 （ P *， Q ，.， q ) 中至少有一纽可以 

取为 V 的独立坐标： 

& 

det ( U^，q) ) = de tf-^gf)^o. 、 

v ^( Pi , Pi > q ) > v ^( pi , Pi ) / 


名垓点附近典則变枵 p 可以由函数 

g > = ( P *， Qi ) + Ipdq - PrfQ 

.通过以下关系式构迨出来 




£^3 

aq 


Qi = 


3 


Pi =- 


0 S Z 

^Qs 


反之，若 S 3 ( P “ Qi , q ) 是任意使行列式 det (^ 3 / aR 5 q ) L fl , 0 
< R =( P ,， QD ) 不为零的西数，则 （3) 式在点 ( p 0 , g 0 ) 附近给 
出一个典則变換. 

征定理的 " ffi 明与前面给出的务=«的情况几乎完全一样 • 只需验 
证在2 •组 (P,,Qi，g) 中有一组使行列式 detO(P,，Q》/d( Pl ， Pj )) 

不 为零就 行了. □ 

考虑以上典则变换3在(济,免>)的微分 • 把的切空间与 R “自 己等阏 
、来「及 p 可以淆成是一个辛变 换夕: R 2 ^R l *. 

考虑 R * •中的 P 坐标平面户(即平面《 = (辑抑 9 >* 它畢零化"-平面，其 
纛 5 P 也是一个零化乎面•把平面 5 T 按平行于其余坐核轴的方向夠衫 到坐續 

• 11 % • 



平面 cr = 彳(1) 0 9;)}，即沿 n - 维零化平面 

的方向投影.用了： SP—ti 

表示这个投影. 

条件 det ( a ( P i , Q j )/^( p i , p i ))^0 
表示 r : 非奇异.故 rs 非奇异当且 

仅当 7\57 〜or 非奇异.换言之，零化平面 
5 *P 必须横截于零化坐标平面但我们在 
节 41中已证明了 2* 个零化坐标平面中至少 
有一个横截于 SP . 这意味着2”个行列式 
中 有一个 非零. 口 


尸 



图239非蚊化性的检验 


问题这一组2 •类生成函数不能再少：任给这2 1 •个 行列式之一，至少有一 


典则变换只使它不为零① • 

C 无穷小典则变换* 

现在考虑近于恒等映射的典则变换 • 其生成函数可取得近于 
Pg 即恒等变换的生成函数.考虑可微地依赖于参数 e 的一族典则 

变换 A 使其生成函数为 


(4 ) 


Pq + e5(P, q, e), p = 


aS 


Q = Q + fi 


eS 


0 P 


■參 


无穷小典则变換即族仏的等价类：两个 族仏与 a •若其差是 
高于一阶的小量 I | = 0< fi 2 ) 0就说是等价的 • 

定理.无，穷小典则变换满足哈密尔顿微分方雀 

■ • 


dP 

de 


_ aH 


dQ _ bH 

de r -« 9p 


其哈密尔顿*教是 H ( P ， g ) 


①在不同的教本中，生成函数之类型少則为 4 * 多则到 
* 参看 Arnold. Avez . U ] 附录 32. B . —•日译本注 
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证由（4)，当 e — 0时 P — p 即得. □ 

系相空间 R 2 * 的一个单参数变換群满足哈密尔顿典则方程当且 
仅当这些变捵是典则变換. 

哈密尔 顿函数 H 称为“无穷小典 
则变换的生成函数”.我们注意到，与 
生成函数 S * 不同， H 是相空间中点的 
函数，且与此变换不变地相关. 

函数 H 的几何意义很简单•令 

欠， y 为 R 2 •中 的两点 （图 210), V 是连 图 2 io 哈密尔 顿函’ 数的几 何意义 

接它们的一条曲线 ， ay = y _ ^ 考虑曲线 v 在变换 仏， 下 
的象；它们形成一个带 J ( e )， 现在考虑形式《* = 2<^八0^在 
2维链(7幼)上的积分，并且利用= g . y - y ^ 9 ry - 分 J 这一事 

实. 

问题 证明 

lin 丄 cd 1 = H(y^ - HCx^ 

c—O cr(0 

存在而且不依赖于等价类心中代表元的取法， 

由此又一次得到熟知的 

系在典则变換下，典则方程的形状不变，啥密尔顿函数也相 

同- 

证我们已计算 了哈密 尔顿函数的变化而只 用了无穷小典 则变换 
和 R 2 * ■的辛构造 o 2 . □ 



第十章摄动理论介绍 

所谓摄动理论是由一些很有用的方法组成的，这些方法可以 
用来求“摄动问题”的近似解，而这些问题很接近完全可解的“非摄: 
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动问题”.如果我们研究的是一小段时间中的运动，这些方法的合 
SI 性很容易论证.但是摄动理论的结论对于一个很长的甚至无限 
的时间区间中的运动可信到什么程度，对此我们所知相对地很少. 

我们将看到，许多“非摄动”的可积问题的运动都是条件周 
期的. 在研究非摄动问题时，尤其在研究摄动问题时， 一 种特殊 
的辛坐标，称为“作用量-角”变量，是很有用的.最后，我们 
将证明一个定理以讨论单频率系统的摄动理论，并将证明怍用量 
变量在这种系统中的绝热不变性. 

49可积方程组 

为了求 积一组 2 n 个常微分方程，需要知道 2« 个首次积分.但结果是， 
若有一组典则微分方程组，时常只要》个首次积分就够了一每一个能把方 
程 组的阶 数降低二阶而 不只是一阶. 

a 

A 关于可积方程组的刘维尔定理 

回忆一下， F 是一个具有哈密尔顿函数 H 的典則方程组的首 
次积分当且仅当波阿松括弧恒为零 

定义辛流形上的两个函数为互相对合，若其波阿松 
括弧为零. 

刘维尔证明了，若对一具有《个自由度（即相空间维数为2«) 
的系统，已知《个独立的互为对合的首次积分，则它可用求积法 
积出. 

这个定理的确切说法是：设在&维辛流形上有》个互相对合 
的函数 

尸1，…，尸”，（尸‘，芦:)三0,《•，/ = 1，2, •••，》• 

考虑这些函数的一个等值集 
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Ms = {^： FiO ) =/,，:•= 1，…， 》}. 

设这 《 个函数 在 M , 上独立（即 n 个 1_形式 rfF , 在 Af / 上的各点 
线性无关).则 

1. M , 是光滑流形且在哈密尔顿函数为/的相流下不变* 

2. 若流形 M /是 紧且连通的，则它微分同胚于《维环面 

T n = {( 屮 ! ， … ， 9„)mod2?r}. 

3. 以 H 为哈密尔顿函数的相流在於,上决定一个条件周期运动，. 
即在角坐标(史 i ， … ，史 《) 中有 


dq> 

dt 



4. 以 H 为哈密尔顿函数的典则方程组可用求积法积出， 

在证明这个定理之前，先注意其几个系. 

系1 若对一个自由度为2的典则方程纽知道一个与哈密尔顿為 
数 H 独立的首次积分 F ， 则此方程组可用求积法积出；相空间中 
的紧连通2维子流形 A , 是不变的环面，而其上的运 

动是条件周期的. 

证 F 与//互相对合，因为 F 是以//为哈密尔顿函数的方程组的 
首次积分. ^ □ 

作为三个自由度的一个例子，考虑一个有^的对称拉格朗日 
陀螺而在其轴上一点固定.有三个显然的首次积分 / f ， Ms 和 M 3 . 
容易验证 M ,， M 3 互相对合.此外相空间中流形 H = A 是紧的.因 
此不需计算即可指出，对于大多数初始条件①，陀螺的运动是条 
件周 期的： 相轨道填满三维环面 H = 〜， M . = M , = c s . 相应 
的三 个频串 分别称为基本旋转、进动与章动频率. 

. •• 

从以下的事实中可以得到其它的例子： 若一个典则方程组可 


① 例外是奇异等值集，即积分不为函数无 关的等值集.1 



用哈密尔顿-雅可比方法积出，則它有个亙相对合的首次积分. 

这方法在于求一典則变换 ( p ， Q )-( P , <?) 使为首次积分.但函 
数 A 和 Pv 显然互相对合. 

上述事实特别可应用于两个固定中心的吸引问题.其它例子 
也很容易找.事实上，以上的刘维尔定理包括了迄今一切可以积 
出的动力学问題. 

B 刘维尔定理的证明的前一部分 

现在转到定理之证明.考虑首次积分的等值集： 

Mf - { sc ： F t = /,, f = l ， 

由假设，《个1-形式^尸 < 在於/之各点上线性无关 > 故由隐函数 
定理， M / 是 2 n 维相空间的 n 维子流形. 

引理1 在 》 维流形 M / 上 存在着”个相互可換的在每 一 点线性 
无关的切失 量场. 

证相空间的辛构造定义了变 1- 形式为矢量场的算子人 
为 IdF { 即以 A 为哈密尔顿函数的方程组的相速 度场. 我们要证 
明 / rf 兄这 n 个场切于 M ,， 可换而且互相无关. 

之每一点的无关性可由 rfK 之无关性和同构/ 
的非奇异性得出.场 Jc / F , 是互相可换的，因为其哈密尔顿函数 
的波阿松括弧同理在场 / rfF ; 的方向的导数等 
于零，：‘，/=1，2,…，《，于是场 / cfK 切于 M /， 引理1证毕 • □ 

我们要注意，实际上我们所证明的已多于引理 
流形在以为哈密尔顿函数的相流下不变，而这《个 
相流又是可交换的： 9\9) = 9)9\, 

* ... 

1". 流形 AT / 是零化的（即2-形式 o * 在 fM / U 上为 0). 

\ 

这是因为 n 个矢量互为 斜正交 ( XFi , F $) =0) 而且构 

4 

I 

成流形 A // 在义的切空间的基底 • ' 

C 群 R ” 的作用为传递的流形 


• U3 


參 




我们要应用下述拓扑命题（证明在节乃中完成). 

引理2 令 AT 为一《维紧连通微分流形，其上有《个可交换且 
在各点线性无关的失量场.这时 AT 微分同胚于》维环面 
钲令 W *• = 1， …， 《表示相应于《个已知矢量场的 M •之微分同 
胚的单参数群.因为这些矢量场可交换，群 K 和 W 也可换 •因 
此我们可以定义可换群 R - = { t } 在流形 A /" 上的 作用义 

g *： M n -^M n g* = ( 才 i ， •••〆”）€ R "). 

显然 ， 〆 + • = # •矿， ts 6 R _. 固定一点有映射 

g ： R"-^Af g(t) = g*x 0t 

(点％ 先沿第一个流的轨道运动时间再沿第二个流运 动时间 
i 2 等等 .） 

飼题 1 证明 oeR •的 充分小邻域厂（图 2 ii > 被 g 映为 々邻域中 的区图 I 
每点•都 有一个邻域 u < xeL / c = iif ) 而 p 将 k 微分 同胚地映到 t /上. 



提示应用隐函数定理以及场在 a 线性无关. 

狗題2 证明仍是满射 • 

提示用一曲线连接点 xeM 与 a (®2 i 2). 用有限多个上®中的邻域 
c / S 盖此曲线，并定义 t 为相应于各段曲线的平移 t 之和. 



图212问題2 
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我们要注念， 映射仍•不可能是一对一的，因为 AT 方 
紧而 R ” 不是. 考虑点的原象的集合. 

定义点々的恒定群即使 〆 a =欠。的 t € R 11 之集合厂. 


问题3 证明厂是 R ” 的子群且与〜 无关. 

解若 〆 欠 0 =欠。， 5 f 欠。=欠 0 ， 则 g … x 0 = Wx ) = £ f s x 0 - x 0f 

ff ^ x ^ g ^ g ^ x ^ xo . 所以厂是 R ， 的子群 _ ^x = gr Xo mer 9 $N 


g f x - g t + r x 0 = g r g f g r x Q = x 9 

这样，恒定群厂是 R " 的 与心无 
关的适当定义子群.特别 ， t = o 显然 
属于/\ 

问應4 证明在0 e R 11 的充分小邻域厂中 
m = 0外没有恒定群之其它点. 



图213问题5 


t^V 



提示映射 A K + t / 是微分 同胚. 

问題5 证明在任何点 reR - 的邻域 
素+ r 中除衫卜没有恒定群的其它点(图打3) • 

所以恒定群之点在 R " 中是离散 




: il 





的.这种子群称为离散子群. # • • 

例 令 e !， …， e * 是 R •的&个线性无关 # 

矢量.其整系数线性组合之集(图 214) 图 2 u 平面的离散子群 

+ ••• + m fc e *, m^Z = {*•• , - 2, 一 1»0,1，2,，••} 


构成以的离散子群 • 例如平面上所有整点的集合就是平面上的离 
散子群. 


D R •的离散子群 

我们现在要用到一个代数亊实：上例包含了的所有离散子 
m . 确切些说，我们要证明 

引理3 令厂为 R * 的离散 子群. 这时必存在 A 个线性 
无关失量4、…、 e * 6厂使厂恰为其所有整糸敫线性组合之臬 


• 2*5 







证我们将认为 t 带有某个欧氏构 
造.我们恒有 oe 厂.若厂 = { o }， 
则引理得证.否则必存在点仏€厂， 
^ 0 (图 215) .考虑直线 Re 。. 我们 
将证明厂在此直线上的元素中，必有 
一点仏最接近于 O . 事实上，在以 O 



图 2 巧关于离散子群引理的证明 


为心， led 为半径的圆盘内，只有有限多个厂中的点（前已见 
到，厂之每一点^都有一个同样大小的邻域 f 其中没有厂的其它 
点).在这有限多个位于圆盘内且在直线的 r 的点中，最接近 
o 的点将是整个直线上最接近0的厂之点.这个点仏的整数倍 
Cme ^ meZ ) 即直线 Re 。 与 r 之交集.事实上 me , 这些点将直线 
划分为长度为丨的小段.若在其中一段 （ me !，（ m + Dq ) 中有 
点 e G 厂，则 e - 将比仏更靠近 O • 

若厂中没有外之点，引理得证.设若有点 e 6厂，咚 R Cl ，我 
们将证必有一点 e 2 e 厂最靠近直线 Rh (但又不在其上).将 e 正交 

I * 

投影到 Re : 上.投影恰好落在一个小区间 

中.考虑以 △ 为轴，以△与 e 的距离为半径的正圆柱.其中有群 
的有限多个（不能没有）点，令仏是其中最靠近轴 R Cl 而又不 


在其上的点. 

向題 6 证明厂之任意不在上的点 e 到此轴的距离均大于或等 于心到 R & 
的距离. 


提示平移 mt ， 可将 e 到轴的投影移入 A 内. 

仏与仏的整系数线性组合成为平面 R & + Re 2 的格点_ 

狗題7 证明厂中除 A 与^的整系数线性组合外不再有点在平面 RA + R & 
上 


提示 将此平面分划为平行四边形 A = + +1 
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(图 216). 若厂中有一点 A ， e ^ m x e * 

+ m a e 2 ， 则点会比仏更靠近 
Re l9 

若厂在 R & + ReJh 没有其它点， 

则引理 证毕. 设有一点 eG 厂在此平 

而外.则必有一点 e 3 e 厂最靠近 R & 图 216问题7 

+ Re s ? 点集扣必十 w 2 e 2 十 w 必，叫为整数，穷尽了厂在三维空 
间 R ei + Re 2 + Re 3 *& A . 若厂还有其它点，又取最近于这个三 
维空间中之点，依此类推. 

问睡 8 证明这个最接近的点恒存在. 

提示取“柱” C 中的有限多个点的最近者 • 

注意，矢量 A ， e 2 ， e 3 …线性无关 • 因为它 们都在 R * 中，所以 
最多有 Ar 个， k < n t 

问题 9 证明厂为〜 …， e * 的整系数线性组合所穷尽. 

提示将 Rl + … + R & 分划为乎行体△并证明厂中没有点在任一& 
屮.若有一点厂在平面 R & +…+ Re * 之外，则以上的作法还没有完. 

引理3 得证. □ 

现在容易证明引理2 : M / 微分同胚于环面 

考虑 fc 个圆和《 - &条直线的直积： 

T k x R""** = {<pi ， … ， y! … ， ， <pmod2?r ， 

以及自然的映射 x R n ***，/>(< P ， 沒 ） = (< P mod 2 jr ， y ) •点， 

j 19 …， fibS R "( fi 之坐标为仍 = 2 JT,<pj = 0,2 / = 0) 被它映为 O . 

令仏、…、厂 cR * 是群厂的生成元（引理 3) •将矢 量空间 

{( 炉， 2/)} 用同构 4 R B 一 R •映到 R " = 上，使 /* 变为 

我们注意， R * = {(中，沒）丨是了〜 R ”* 的区图， R 1 * = W 是流形 

好/的区图. ~ 

问题10证明区图 的映射 R *^ R " 给出一个微分同胚 %^ k x R - ^ 

* «7 • 




但由假设流形为紧，故 A = 是一个维环面 • 引理 
2证毕. □ 

何 題11 证明在哈密尔顿函数为 H 的相流作用下，角坐标 v 随时间勻速变 
动 

<pt - cat ooj = o >| C /) fl >(0 - v (0) + 

换言之，在不变环面況 / 上的运动是 条件周 期的. 

禰示 <p = AH. 

在定理的所有论断中未证的只有最后一个：方程组可用求积 
法积出. 

50作用置-角变置 

我们在这里要证明，在刘维尔定理的条件下，可以找到辛坐标 a , 势） 
使首次积分 f 只含 I ，而 V 是环面上的角坐标. 

A 作 用置- 角变量的描述 

我们在节49中研究了一个紧连通流形即首次积分的等值流 
形： M f = i ^ FM = f }, 后来得知它是《维环面而对相流不变. 
我们在 Af / 上取角坐标％使具有哈密尔顿函数 H ^ F % 的相流形状 
特别简单： 

~^~ = 0>( f )，9(0 = < P (0) + of . 




现在将要看 《 维流形 M / 在维相空间中的邻域. 

问题证明流形有一邻域微分同胚于《维环面了•与维欧氏空间中的 K 
盘之直积. 

提示取上面作的函数与 角仏为坐标. 因 c / h 线性无关，函数 
与妒山、 1,给出 M / 之邻域到直积 r • x D •的 歎分 同胚. 

以/为哈密尔顿函数的相流在坐标 （ F ，< p ) 下可以写 
成以下形状极简单的个常微分方程 


(1 


dF 

~df 


0, 


dq > 

dt 


CP ), 


它很容易求积： FCO =- F (0), q >(0 = g >(0) + o >( F (0)) f . 

因此为了显式地积出原典则方程组，只需以显式求出中变 
量，而这又可用求积法得出.变量 ( P 的一个作法如下. 

我们注意到变量 （ F ， q >) —般不是辛坐标.但是有 F 的函数 
J = J ( F ) 存在， 1=(/, ，…，八），使变量 （1, 供）为辛坐标*原来 

的辛构造 W 可用它们按通常的公式表出， 

g> % = 'S.dli/Xdipi, 

变量 I 称为作用量变量① I 它和角变量 V —起构成了 M / 邻域中 


的作用量-角典则坐标系 • 

量是以 if = 为哈密尔顿函数的 方程组之首次积分，因为 
它们是首次积分①的 函数. 反过来，八 也可用 I 来表示， 特别 
是 ， /f = F x =：//(!). 在作用量- 角变量中法⑴的微分方程成 



聲=。，臂 


= o(I) # 


问題 （2) 中的 0(1) 能不能是任意函数? 


①不难看到， I 具有作用量的 量纲. 
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解在变量下流（ 2 )的方程具有以 H ( I)为哈密尔顿函数的典 

q Lf 

則形式.因此 0(1) = 7 ;因此若自由度》>2,❾(I)不会是任意的，而满 
足对称条件 

作用量-角变量对摄动理论特别重要.我们将在节52中说明 
它们对绝热不变量的应用. 

B 自由度为1时作用置-角变量的作法 

相平面（义的上的单自由度力学系由哈密尔顿函数 
给出. 

例1对谐振子 H = y /> 2 + ~ g*j 或更一般为= y a 2 /) 2 + jb^qK 

例 2 数学摆的// =+p 2 -cosg. 两例中均有紧闭曲线 M*(// = 

A ) 存在，节49之定理的条件对成立. 

为了作出作用量-角变量，找一个典则变换使 
它满足下面两个 条件* 

< 3 ) \ a I = 1 (A〉. ^ = 

霣* 

角题求简单谐振子幵=1/>* + ^^ 1 的作用量-角变量. 

供 若广，沪为极坐标， Mdp /\ dq - rdr /\ d < p^d <r 2 /2)A d < p . 

H 此， l = H =( p t + q t y /2. 

为在一般情况下作出典削变换 ( p ， qX ，< p )、 我们来找它 
的生成函数 

<4) P =」 5( ,-，止 

sq ^ b1 
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先设 A (/) 已知而且可逆，使得每个曲线鉍》都是由 J 决定的 （ Af » 
⑴).于是对于固定的/值，由 U ) 有 

i / S ' | /- con.t = pdq , 

这个关系式在曲线上决定一个适当定义的 1 - 形式 

沿曲线 Mmu 积分这 1- 形式即（在一个点％附近）得到函数 


5 ? 9) = f pdq . 

J fn 


这函数将是变换 （ 4 ) 在点 (/, 附近的生成函数.条件 （ 3 ) 中的 
第一个自动成立： J=JOO. 为了验证第二个条件，考虑 s(/，g) 
的“大范围”的性态，绕闭曲线—周后，之积分增加 
了 M k< n 所围区域的面积 n 


AS ， (/) = & pdq t 

**</> 

所以函数 S 是上的“多值函数”*相差 n 的整数倍未定.这 
一项对导数无影响，但使史=成为多值.由是 

这一导数相差^^|^一之整数倍未定.更确切地说， （4) 在曲线 


M* t / >上定义 1- 形式而它在 JVfw >上的积分等于 JA5X/) /dl m 
为了满足第二个条件 (f^P = 2;r， 我们需要 



^ j - AS '(/) = 2 jt , 



A 5* _ n 

■ ■ 1 • ■ I 

2 ji 2 jt 


r 


这里 n = 是相曲线 f/ = a 所围的面积 


定义 具备 哈密尔顿函数 H ( p , g ) 的一维问题的作用量变量即 

川）=(1/2苏 ） n ( A ) 
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我们最后得到以下结 论. 令•函数 K /) 的反函数 
/( A ) 是有定义的. 

定理记 S ( J , q ) = f pdq I js ^ k ( T ) % 公式 （4) 给出满足条件 （3) 的 

J 

典则变换 （ p , <?)—(/， 炉）. 

这样作出了一维的作用量_角变 

ft. 

问題求谐振子的 S 与八 

答若月 r = + (图 217 ) •财* 

是一 椭圆，所围面积 naxv^^Ao 图对 7 谐振子的作用量变量 

• Cx /2 A /6) =2^/* M -2^/ cd . 所以对于谐振子作用量变釐就是能量与颏 

I 

率之比 • 角变量 炉自然 就是振动的相 • 

问睡证明绕相平面 ( P ，< D 上的闭 曲线尺 =&运动的周期 r 等于此曲线所 
围面积对的导数 

t dUCh) 

1 ~ dh - 



解在作用量-角变量中方程（ 2 )给出 



c w 中作用量-角变置的作法 

现在我们转到 R 2 " = {( p ， q )} 中的哈密尔顿函数孖 ( P ， Q ) 给出 

的 n 自由度力学系，它有《个互相对合的首次积分’1 = 好，厂 2 , 
…，尸” 我们不再重复一维时导出应选取 = 的 推理而 

直接定义《个作用 量变量 L 

令 VI ，…, V •是环面 M / 上 1- 维循环的基底(坐标扒在 vd ： 的增 
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量若 *' = / 为若则为 0) .令 
( 5 ) h (/) pdq m 

Z?T J y ； 



问睡证明此积分与代表循环的 曲线 V i 的 选择无 
关（图 218). 

提示在节49中我们已证明了 2 -形式图218作用量变量与积分 
Sc / hAdg , 在流形 M / 上为零，故由斯托克斯公式 路径的无关性 



dpAdq ^0 f 


这里汐 ct = y- v'. 

定义 （5) 式给出的《个量八 (/) 称为作用量 变量. 

我们现在设《个量八对《个首次积分 F , 的已知值厂是独立 
的: det ( aI / a /)],^0. 于是在环面 M / 附近可以取变量 f , < P 为 

坐标 • 


定理 变换 （ p ， g )— ( I ， 卬) 是典则的， 

^dp i A.dQ t = Z^ItAd<Pt. 
我们给出定理证明的大要，考虑 
M / 上的 1- 微分形式 prfq . 因为流形 
M / 是零化的(节 49) 这个上的 1- 形 
式是闭的：其外微分 = 八扣在 
上恒 为零. 因此（图219> 



S (x) = pdq 

J *0 


图219 Af / 上 pcfq 之积分 
与路径无关 


在积分路径变形时不变 （斯托 克斯公式>*于是500是肘,上的 
“多值函数”，而其周期为 
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dS = 2jrl i% 


现令 々是 M , 上之一 4 而在其邻域中 M /以 《 个变量 Q 为坐标， 
使子流形舯, <= Rh 由《个方程 p = p ( J , g ) ， q ( x Q ) = q 0 给出 • 在如 
的单连逋邻域中有单值函数 


5(1, q ) = P p < J , q)dq 

J 4 q 


存在，我们用它为典则变换(1>，9) — (1， < P ) 的生成函数: 



aS * 


bS 


al • 


不难验证这些公式不仅在所考虑的点附近，而且在的邻域申 
大范围地给出典则变换.坐标 V 将是多值的，而且如所求证，其 
周期为 


△冲 i = △‘ 


dS _ B 

ali ~ ^1$ 




B 






2nl { =2nd 


我们现在注意到，整个以上的作法都只用到“代数”运算 
(函数反演）和“求积” 一1+算已知函数的 积分. 因此求解 2 " 
个方程的典则方程组，若已知其》个对合的首次积分，可用求 
积法解出，这就证明了刘维尔定理的最后一个论断. □ 

注1 甚至在一维情况下，作用量-角变量也不能由 （3) 唯- 
一 决定. 我们还可以取 //zZ + ccmst 为作用量变量，取9^=炉+ 
cCO 为角变量* 

注2 我们对相空间为 R 2 ” 的方程组作出了作用量-角变量. 
也可以对任意辛流形上的方程组作出作用量-角变量，这 里限于 
一个简单例子（图 220). 



图 220 辛流形 上的诈 用置-角变量 


我们可以用柱面 Mx P (相差整数倍的角 g 视为相 同角》 
而不用平面 {(^7)} 为摆 (H = j ; p z - cosq ) 之相空间， 

临界等值线//= ±1分柱面为三 部分： d ， 丑和 C ， 每部分均 
微分同胚于直积 R^x S \ 在每部分中我扪都可以引入作用量-角 
变量.有界部分 ( B ) 的闭轨道表示接的振动 | 无界部分中的 W 
轨道表示旋转， 

注 3 在一般情况下，‘和上面分析的例子一样， 方程^ \ =八 
不苒与某些广值无关，也不再是流形.： f 的这些临界值对应千 
将可积问题的相空间分成几部分（如上例的5, C ) 的分界曲 
线.在有些部分里流形可鸪是无界的（如柱面 txP 中的 
j 和 C ); 另 一些分 层成为尨,的《维环面，在这样一个环面的邻 
域中我们可以引入作用量-角变量. 



我们将在本节证明，对于作条件周期运动的力学系，时间乎均和空_ 
平均相等. 

A 条件周期运动 


在本书以前各节, 


我们时常遇到条件周期运动： 如毕 萨茹® 




形，陀螺的进动、章动、旋转等等. 
定义令 r •为 n 维环面，= ( A ，…， 
<Pn) mod 2 JT 为角坐标.条件周期运 

动是由以下微分方程所给的微分同胚 
了"—的单参数群（图 221 ): 

<p = o, 





6 > = (0) 1? •*-, Q > n ) = const. 图221 条件周期运动 

这些微分方程很容易积出来： 

< p (0 =< p ( 0 ) + o /. 

所以在区图 {< p } 中轨道是直线.环面上的一条轨道叫做一个蜾旋 


钱. 

供令《 = 2 .若是整数之比，轨迹是闭的,若队 Aoz 是无理 
数，轨迹在环面上稠密（见节 16 >. 

量叫 ，…， 0 ), 称为条件周期运动的 頻率， 若它们在有理数域 
上线性无关，即若 fcez •① 而且由 ( fc , o )= o , 必有 fc = o ， 就称 
这些频率是独 立的. 
b 空间平均和时间平均 

令 /(< P ) 是环面 7^ 上的可积 函数. 

淀义环面上的函数/之空间平均即数 


f = (2兀） 



f<My)d<pvd<p“ 


考虑函数 /(< p ) 在轨道中⑴ = 炉。+咖上 之值* 它是时间的函 
m /(< Po +« o . 考虑它的平均值. 

定义环面 tm ： 的函数/之时间平均即函数 


①即1?*(心， "••“）， 幻是整数* 

* b 
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/ *(<Po) = T /(<p 0 + 

r—co ^ J o 


(当极限存在时有定义）. 

关于平均值的定理若/连续（或只需黎曼 可积〉 且頻率％独 
立，则其时间平均夂处存在而且与空间平均相等， 

问题证明若频率不独立，则时间平均可能与空间平均不同. 

系1若频率是独立的, ^ 則各轨迹 { g >(0} 均在环面了•上稠密. 

证假设不然，则在环面的某点之某邻域 D 中没有轨迹上之 
点.容 易作出 一个连 续函数/使在 D 外恒 为零而 且空间 平均为 
1 . 轨迹 < P (0 的时间平均 /*(< Po )= 0^1. 这与定理结论矛 
盾 • □: 

系2 若頻率独立，则每个轨迹在环面上均匀分布. 

这意味着，轨迹停留在邻域 D 中的时间与 D 的测度成 正比. 
更确切些说， 令 D 为环面 P 上的一（约当）可测区域.甩 
TdCO 表区间0< / <7中轨迹停留在 JD 中的时间，这时 

tdCT) mesjD 

证把以上定理应用到乃的特征函数 / (因乃是约当可测，故/ 
黎曼 可积），则 H / OPU )) (办 ^ hCT )， 而了 = 由 

定理可以直接得到 此系. Q 

系由2•的十进表示的第一位数所成的序刊 

1，2, 4, 8,1，3, 6,1，2, 5, 1，2, 

中. 7出现的次数 （ log 8- Iog 7)/( log 9 - log 夸)依亍 B 出现的次數 • * 

关于平均值的定理在拉普拉斯、拉格朗日和高斯关于天体力 
学的著作中已经隐含着了.它是第一批“遍历定理”之 一* 但严格 
的证明直到1909才由玻尔 ( P . Bohl )， 谢尔平斯基 ( V _ Sierpinski > 
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和外尔 （ H.Weyl) 结合着拉格朗日关于地球近日点的平均运动 
的一个问题给出.下面复述外尔的证明. 

C 关于平均值定理的证明 

引理 1 对于指数函数定理成立. 

证 若 k =0. 贝(1'7=/ = /* = 1，定理是显然的.若 fc 妾0,则？ = 0. 
另 一方面 





i ( k ^ 0 +» t ) 


C 



e“ fc 川 , 一 1 

i ( k y c >) ~• 


因 此时间平均是 


e *<fc,， 0 > 

l^iac^r 


e t < k *^ o* T — J 

- —— 





引理 2 对三角多项式 /= I ： 定理成立. 

I * 丨 <况 


证时间与空间平均都线性依赖于/,由引理1二者相等. □ 

切理3 令/为一实值连续（或至少黎曼可积）函数.則对任一 

. •. 

名>0,必存在两个三角多项 式凡与 iV 使 Pi < f < Pt 9 而且 

(1/(2 jt )")J t » (p 2 - P x ^ d < p < s . 

. ri 

证先设 / 为连续，由外尔斯特拉斯定理，可以用三角多项式 P 
去逼近/使 I / - P I < 三角多项式 A 尸 2 = + I * 即是 

所求 • 

% 

若/并不连续而只黎曼可积，则存在两个连续函数八与/ 2 使 

•. • k * 

/〆/</* 且 (2^ r)-f(/ i -/ I )^<ie (图222画了一个区间的 

I 

特征函数入用三角多项 式朽和 凡去逼近八，八: Pl < fl < fz<Pt 

I 

(2^) ~ n j </i - Pi ) d ^< Y ^ t 即得 
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图 222 用三角多项式/^与/^去逼近函数/ 

所需的三角多项式.引理证毕. □ 

现在完成定理的证明就不 难了. 令 £>0. 由引理3必有三 
角多项式朽和八， 凡 </<八，使 (2^)- J ( P a - p 1 ) rf «>< e * 

于是对任意 r ， 我们有 

争」 Pi(<P(0)rf/<yrJ /(9>(0 )^<j^J o P2(^(^))^. 

由引理2，当 r >7 V ( e ) 时 

p]- yr|Vi(«>(0)^ < e * (* = 1,2) 

此外， A <7 〈瓦， 且瓦 o , 所以 F 2 -7< e ，7-'<«， 
掘此当 r >7\( e ) 时 

^rfV(<P(0)^-7 <2se.. 

j J 0 

• . . 

证毕 • 口 

问 SS —个动能为了 = 臺^ + 容 1 位能为 " : 的 2 维谐振子作 


振®为 h = 1 ， Oy = 1的振动 • 求动能的肘间乎均 • 
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问题①令为独立的， a *>0. 计算 


lim—arg^a^e 1 ** 1 . 


答* ( co^i + < o x a % + o > s (2 r 5 )//r, a lf 〜和％是以 a* 为边的三角形的顶角 <H 
223), 



图223近日点的平均运动 


D 蜕化情况 

至今我们只讨论了频率 o 独立的情况 • 一个整数矢量 fcezt 
若使 < fc ， o >)=0, 就叫做频 年间的关系. 
mm 证明一组已给频率之间的关系之集是格点群 z •的一个子群/\ 

我们已在节49中看到这样一个子群全由 r 个独立矢量 fc ,, 
的整系数线性组合构成，我们就说在频率之间有 r 个(牧 

立的）关系③. 

问題证明若频率间有 r 个独立的关系，则 P 上轨道 {< p ( f ) = q> c + o > G 的闭 
包是一个 》_ r 维环面 | 这时上的运动是条件周期的且有 »- r 个独立 
的频率* 


® 拉格朗日指出 a, 行星近日点的平均运动的研究归结为一个类似的问题•这 
问班的解决可在外尔的工作中 找到. 地球轨道的离心率的变化也是一个类級 
的和之槟.冰期的出现是与离心率的这种变化相关的 • 

* 徉见 Arnol<i-ATez[l] —书附录 13 —日译本注 

® 证明数 r 与独立矢置的选择无关. 
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现在我们转到可积哈密尔顿方程组，可以用作用量-角变量 
中把它写成 

1=0. = 0(1). 这里 0(1)=^^. 

2« 维相 空间中 的每个 n 维环面 1= const 都是不变的，其上的运动 
是条件周期的. 

定义上述方程组称为非蛻化的，若行列式 

det^^ = det 」 2 ^" =?^0. 

Bl 

角題证明若一方程组非蜕化，则任一点之任一邻域中均有具有《个频率的 
条件周期运动，也有具有任意较少频率的条件周期运动. 

提示取频率6> 自己而不是取I为局部坐标.在频率集合之空间中具有 
任意 K 0< r<tO 个关系的点 o 是稠 密的. 

系若一方程组非蜣化，则不变环面 J = const 唯一决定，而与 

. 

作用量-角变量之选取（其中总有某些任意性®)无关， 

证环面 1= const 可定义为相应于独立的的相轨道之闭包. □ 
我们顺便提一下，对于多数 I 值，频率 o 都是独立的 • 

问題证明使非蜓化方程组的频率 «a> 为相关的I之集的勒贝格测度为 

零. 

提示 试证 mes -[< t >} Co >, fc ) =0> =0. 

另一方面对于蜕化方程组可以作出不同的作用量-角变量系 
统 使其不变环面1 = const 各异. 这是因 为对于蛻化方程组，轨道 
的闭包是维数 A <»的环面，而可以包含在不同的》维环面中. 


①例如总可以作变换 1’ = 1， V ’ =9 + Si ( I ) ,或 / l ， 心， Ixtlx ； Pit 
<Px-<Px- 
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例 1 平面谐振子^ = - X, n = 2,^=1. 在笛卡尔坐标和极坐妹 

下分离变量会给出不同的作用董-角变量和不同的环面. 

例2 刻卜勒平面运动 （ U = - l / r)，n =2,6 = 1. 在极坐标和椭 
圆坐标下分离变量也会给出不同的 I . 


52摄动的平均化 


我们在这里证明一单自由度力学系中作用量变量的绝热不 变性. 

A 接近于可积的方程组 

我们已经考虑过许多可积方程组（一维问题，二体问题、小 
振动、具有固定点的刚体运动的欧拉和拉格朗日 情形等 等).我们 
研究了这些方程组的相轨道的 特征： 它们都是“环面的螺旋线”， 
而且稠密地充塞着相空间的不变环面；每个轨道在此环面上都是 
均勻分布的. 

不应该由此得出一个结论，即误以为方程组为可积是典型的 
情况.实际上，高维方程组轨道的性质可以极不相同而与条件周 
期运动的性质全然不相似.特别是，具有《个自由度的力学系的 
轨道的闭包可以填满2〃维相空间中维数高于《的复杂的集合.一 
个轨道甚至可以在整个（2«-1>维流形 H 上稠密而 且均匁 

分布①.这样的方程组可以称为是“不可积分的”， 因为它 们并不 
具有与 H 独立的单值首次积分_这种方程组的研究还远未完成》 
它是“遍历理论”中的一个 问题. 

研究不可积分的方程组的途径之一是研究接近于可积分的方 
程组.例如行星绕日运动问题接近于互不作用的点绕一恒定中心 
运动这个可积问題；其它的例子还有略微不对称的重陀螺的运潘 

^ : . 

①例如一个负曲本流形上的憤性运动就有此性质. 
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J = eg(J), g(J) = (2yz) 


0 




g(J, qy)3<pvd<p kt 


沱 定义在 / 维区域 CczRi = {』=(/, ，…， /,)} 上，并称为平均方 
程组. 

我们断定方程组 （ 2 ) 是方程组<1 ) 的“好的近似” • 
我们要注意，这个原则既非定理、公理，又非定义，而只是 
一个物理命题，即一陈述含棚而且严格说籴并不成立的论断•这 
样的论断时常是数学定理的富有成果的来源* 

这个平均化原则可以在髙斯的著作中明确地找到（髙斯在研 
赏行星间的相互摄动时提出，把行星的质量 按时间 成比例地分布 
-在其轨道上，并将行星的引力代以所得的环的引力） • 然而对于 

• m • 


甸题和平衡位置附近的非线性振动（相近的可积分问题是线性 
的）问题.以下的方法在研究这些和类似问题上是特别有效的， 

B 平均化原则 

令 I ， g > 为一可积分（非摄动）方程组的作用量-角变量，此 
方程组之哈密尔顿函数是 

I = 0, = o (I), 0(1) = —^ 

31 

作为接近的“摄动”问题，可取的方程组 

# 奉 

(1) g>=o(I) + e/a,g>) I = £g(I, <p). 

我们暂时忽略它是哈密尔顿方程组而考虑一个形如 （1) 的 
餘定在 k 维环面 7"* = {^ = ( q>u ***, < p *) mod 2 jr } 和/维空间的区域 
<? c = R ^ {!=(/,,-, /,)} 之直积 7 ^x G 上的任意微分方程组.当 
^ = 0时，运动 （1) 是条件周期的而且最多有 A 个频率和 A 维不 
变环面. 

方程组（1>的平均化原则就是将它代以另一个方程组： 


2 

/V 



一般情况下的方程组 （1) 和 （2) 的解的联系仍未找到令人满 
意的描述. 

用（ 2 )代替 （1) 时在右方略去了 ^( r ， 中 ）= eg ( J ，< p )- 
^0(1). 这一项与剩下的都与 e 同阶.为了弄懂石和:两项在0 
中的不同作用，考虑最简单的例子. 

问题考虑々=/ =1的情况， 

• • 

<P 二 co_0, I = egOjfO. 

证明当 oo < iA 时， 

1 1(0 - /(0 I <ce 这里 7(0 = ICO) + egK 


解 


/(浐）— 1 (0^ 



egC<Po + otydt 



g(<p)d<p 


egf + 三 h(Q)f), 


这里 KO = f 9(的0^是周期函数从而是有界的# 

Jo 

这样/随时间的变化有两个部 j 


分：一个是依赖于0的 e 阶的振动， 

另一个是速度为^的系统的“渍化” 

C 图 224). 

平均化原则的基础是下面的一般 
论断： 在一般情况下方程组 （ 1 >的 
运动可以分为“演化” （2) 和小振 图 224 演化与振动 

动.这个论断若取如此一般的形式是 

不成立的而上述原则也不为真.然而我们将应用此原則于哈密尔 



顿方程组(1八 


m 


m 



_ 

q )= 



9l 


+ 中）) 




对平均化方程组 （2> 的右方我们就有 


9 = 




^<P 


/^ U ，< p ) rfg > = 0. 


换言之，在非说化哈密尔顿方程组中没有演化. 

这个完全不严格的推导的一个变形给出所谓的拉普拉斯定 
理：行星的刻卜勒椭圆的半主轴没有长期摄动. 

以上的讨论足以使我们相信平均化原则的重要性；现在我们 
提出一 个定理来在一个很特殊的情况下论证这个原则，即单频率 
振动 (k =1 ). 这个定理表明了平均化原则正确地描述了在长的 
酎间区间(0< t < l / e ) 上的演化. 

C 单频率系统的平均化 

考虑一组/+1个微分方程 

參 

<p - co(ly + «/(I, 屮 mod2 兀 G S* 1 

< 1 ) . 

I = egf(Z, J ^ CciR^ 

其中/( I , 9：+2江）三/<7)，0(1，炉+ 2兀）三 0(1, 沪），以及/个方程 

形成的“平均化”方程组 

( 2 ) J = eg ( J ) , 7( J ) = 士」。级(』，炉〉 

我们用 I ⑺，中(0表示 （1) 具有初始条件 K 0)， 史(0>的解 ， JCO 
表 （2) 具有同样初始条件/(0)= 1(0) 的解（图2 2 5). 


0 


305 • 



定理设1.函數/和 flf 定义于属 
于有界域中的 JLL ， 在此域中这些 
轟数连同其直到二阶的导敷 有界： 

II 0 II x } 

2. 在区域 G 中有 

O >( I )> C >0> 定理225关于平均化的定理 

3. 当 0< f < l / e 时，点 J ( f ) 连同它的半径为 rf 的邻域含于 G ? 内: 

J (0 € G _ d , 

这时，对充分小的 e (0 OO 。）， 有 

1 1(0 - J (0 1 <. c 0 e 对一切 f •成立， 

C 

这里 c fl >0 依赖于但不依赖于 e . 

下面将要给出这个定理的一些应用(“绝热不变量”).我们提 
醒一下，此定理证明的基本思想（作变量变换以消去摄动）比定 
理本身更重要；在初等课程中以“常数变易法”的形式遇到过 

它. 

D 平均化定理的证明 

我们引入新变量 P 代替 I : 

( 3 ) P = I + efc ( I ， 炉）， 

函数 fc 关于变量 P 周期为将选得使 P 满足一个更简单的微分 
方程. 

由 （1) 和（3)， P ⑺的变化率是 



(4 ) 



ah j 



9 k _ 

3 <p 


q>=elg(I, <p) -h 



ok 

3(p 


«( I )： 



设变换 （3) 是可逆的，于是有史的2冗周期函数 h 使 


* m 






( 5 ) I = P + eh ( P ， 炉， e ). 

(4) 和 （5) 表明， P ⑴应满足方程组 


( 6 ) 




P 二 e[p(P ， 炉 ) 


bIc 

3<p 


g )( P )] + R , 


余项 K 对 e 是二阶小量，即有 


( 7 ) |K| <c 2 e 2 , c z ic u c 3 , c 4 )>0^ 

只要 

( 8 ) || Oil 0 2<C U ||/|| a^<C u llgll 02<C U flfcH 02 <C 3 , H M #0“ 

现在我们试图选择变量变换 （3) 使 （6) 中含 e 的项为零 
于是得到关于 fc 的方程 




9 JC 1 

一般说来，这个方 程在炉 的周期函数类 fc 中不可解.事实上 
左方对 w 的平均值恒为零，而右方的平均值可能不是零.所以 
我们不能选以消掉 （6) 中整个含 e 的项.然而我们可以消 

掉 flf 的全部“周期部分， 

g(P ， 炉） =g(P ， p) -g(P )， 

为此，只需令 

. •• * 

(9) k(Py 9?) = - Jg ( P , ^) d < p / o )( P) t 

我们这样用 （9) 式定义函数 fc _ 于是由定理的假设 （1) 和 
(2) 知道 fc 适合估计式||叫1。 2 <4,这里为了证明 
不等式 （8), 我们还需估计 h . 为此我们必须先证明变换 （3) 
是可逆的. 

固定一个正数: 

• 露* 



引理若 e 充分小，则映射 （ 3) ①在上的限制 

+ efc ( I ，炉)，这里 || fc || 。:⑼ < c 8 

是一微分同胚， G - a 由其 or - 邻域含于内之点组成.逆微分同 
胚 （5) 在区域 G -2 a 中满足估计式 || fc | c 2 < q ， 这里 c 4 ( a , c 3 )> 

0 . 

证必要的估计可直接由隐函数定理而来.唯一的困难在于验证 
映射 I— I + rfc 在区域 C ? - cr 中是一对一的.我们注意函数纪在<? _ a 
中满足李普希兹条件（带有某常数 Z ( a , c 3 )). 考虑 G - a 中的两 
点对充分小的 e (具体说， Le < l ) ek ( I t ) 和 efc ( I t ) 的 
距离小于故 （+ 涂 + 于是映射 （3) 

在 a 上是一对一的而引理 证毕. □ 

由此引理可知，对充分小的 e , (8) 中所有估计均成立，从而 
< 7 ) 也 成立. 

现在我们来比较 J 的微分方程组 ° 

( 2 ) J = sg(J) 

与 P 的微分方程组 ; 后者由于 ( 9 ) 式可写成 
(6 / ) P = eg(P) + B. 

因为二者右方之差之阶彡沪（参照（7>)， 

所以在时间中解之差 |P-J | 与 e 同图 226 平均化定理之怔明 
m ( 图 226 ). 另一方面 1 JT-PI = e |fc|se , 所以当 fSl/e 时，差 
M-JI 之阶证毕 . n 

为了得到精确的估计，我们 引入量 

(10) zCO -PCO-J( 0 . 

于是由（6。和 （9) 得 


①对参败 v 的任意固定值， 



f 与 1" 
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2(0 = e ( g ( P ) - g ( J )) + R = e z + 

这里: + 只要线段 （ P , J > 位于 G - a 内*在这个假设下 

我们得到 

毳 

(11) | 2 rl <c^e\z\ +c 2 e 2 (c 6 = c 6 + Cx) |«(0)I <c 8 e. 

引理若 |;;< a |2 r | 十 6, 且 I 之 (0)|<c/, a,6,d ， C >0, 则 + 

bt}e ai . 

证 kWI 不会大于方程 i = ay + 6,： y ( o ) 的解 yW . 解后一方程，有 

y =Ce #/ , be • 〜 b，b = e-“b ， CC0 、 =d 9 C^Cd + b0. □ 

由 （11) 以及线段 （ P ， J ) 在内的这个假设（图 226) 有 

由此可知，当时， 

i 2?^0 [ <^76 Cj — C^d 

我们看到，若 a=c//3 而 e 充分小，整个线段 (P(O,JW)(0Sf<l/e> 
都位于 G_ct 内，所以 

p 

h 

\PW - j (01 < c # e 对所有士成立 • 

另一方面， | PO )- I (0|< lefc |< c 3 e . 所以对所有 0< f < l | 〜 

* 

11(0 - J(0 |<c#e c# =c s + c s >0 

定理证毕. n 

E 绝热不变置 

考虑单自由度的哈密尔顿系统，其哈密尔顿函数 Hip , A ) 
含有参数 A . 例如看一个摆 

H =含 

我们以摆长/或重力加速度9作为参数 A • 设参数随时间缓慢变 
化.结果是，在参数变率趋子零这个极限情况> 有一个 值得注意: 

*• $09 • 



釣渐近现象：两个通常为独立的量变成彼此的 函数. 

例如 假设摆长缓慢地变化（与其本征振动比较而言) • 这时 
振动振幅成为摆长的函数.如果我们非常慢地把摆长增加到两 
倍，再非常慢地使它还原， 则 在这个过程完结时，振动的振幅将 
和它开始时一样， 

此外还有，摆的能量//与其频率@之比在参数缓慢变化时几 
乎不变，尽管能量和频率本身都已变了很多.像这个比这种在参 
数缓慢变化下几乎不变的量，物理学家称为 绝热不变量. 

很容易看到摆的能量与其频率之 
比的绝热不变性是一个物理学性质的 
论断，即是说，在没有进一步假设前 
是不成立的.事实上，若我们任意慢 
地 改变摆长但是选定振动的相使摆长 
在这个相下变化，就能使摆振动（参 
数共振）.有鉴于此，物理学家建议把 ^227 摆 长的绝 热变化 

绝热不变性的定义这样陈述：不让改变系统参数的人看见系统在 
付么状态之中（图 227). 给此定义以严格的数学含意是一件很细 
致而且一直未解决的问题.幸好用一个代替物也可以过得去.控 
制参数的人不能感知系统内部状态这一假邊可代以另一个 假设： 
泰数的 变化必须相当光滑，即二次连续可微. 

确切些说，令//(九9, A ) 是固定的对各个变元为二次连续可 

I 

微的函数.置 A =时并考虑所得的具有缓慢变化参数 A =时的方 
程组 




争 

P 







’定义量 /(/ mA ) 称为方程组 （•） 的 绝热不变量. 如果对每 
个 K > 0均有 e # > 0使若•而0</<1/«,必有 
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p 




|/(i ? (0,q(0 I ^)-/(p(0),Q(0) > 0)|<K. 

很明显，首次积分都是绝热不变量.可以证明每个一维系统 
<•) 都有一个绝热不变量.相应常系数问题的作用量变量就是 
一个绝热不变量^ 

设以 Hdp ' q ， A ) 为哈密尔顿函数 
的方程组之相轨道是闭的.定义函数 
Hp . qA ) 如下.对于固定的 A ， 相应 
于哈密尔顿函数 A ) 有一相图 
(图 228). 考虑过点的闭的 
相轨道.它包围了相平面上的一个闭 图 228 —维系统 的绝热不变量 

区域. 记此区域的面积为 2 rcI { p , q ； X ). 则在每个相轨道上（对 
固定的 A ) /= const . 显然/正是作用量变量(参看节 50). 

定理若方翟組 （•） 的頻率 o >(/， A ) 处处不为零，则 Iip ^ qyK ) 
是一 个绝热不变量 • 

F 作用置的绝热不变性的证明 

对固定的 A ，可以用一个含 A 的典则变换 在 







) 中引入作用量-角变量/， 史 ： <p = oy ( I 9 A ), 


0% 


3 l 


H 0 = HXI ， 入 ). 


用以)记这个典则变换的（多值）生成函数 


p =^~ 9 平 
Bq 


bS 


现令 A = A 因为现在由变量 is g 到/，的变换是通过与时间 
有关的典则变换完成的，运动方程在新变量/，史下也有哈密尔顿 
形式，但其哈密尔顿函数将是（参照节 45 A ) 





何题证明 a s ( /，仍 A )/2； l 是相平面上的单值函数* 

提示 s 只能确定到相差 2 n / 的倍数. 

、 

这样我们得出运动方程如下： 


<P = coil , A) + e/(/ ， 屮， A) 


jr — aW 

f 一 一 


I = egCL <P^ A) 


_ 

^qydX 


A = e # 

因为可以应用平均化定理（节 52 C ) •平均化方程组成: 


为 

畢 _ * 

/ = sg , A = e m 

但夕= 0/^ P )(^/ W )， 而在圆周/ = Con st 上是单值函数 •' 
所以， * y -(2^)- 1 f ^ = 0, 而在平均化方程组中/完全 不变： 


/(0 = /(0). 


由平均化定理，对0 的一切6 j/(o -/(0)1<口£•定 

理 证毕. 

例对于谐振子（见图 217) 


H 


a 

2 


P 


Q 


2 TV 


TC 


. t • . ^^*— ^**^ 

\/2h \/2h 


a 


b 


h 

a >、 


oy = ab y 


即，能量与频率之比是绝热不变量. ‘ 

问题将摆 长痠慢 地加倍（/ = /。(1 +对)，振动振幡; 


q … 怎样变化? 
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9 … ⑴ =' 

第二个例子是考虑质量为 1 的完 
全弹性刚体球在两堵完全弹性墙之间 t 

的运动，而墙的间距/缓慢变化（图 
229), 我们可把它看作是一个点在“无 v 

限深矩形势阱”上的运动，而相轨道 _ 

是面积为 2 u / 的矩形，^是球的 速度. 

这时球速口和墙的间距 i 之积口 i 是绝图 229 在缓慢変 化的埯 之间的 

热不变量①.因此若使墙靠近一半， 

球速应该 加倍，把两墙分离 更远， 球速就会变慢. 



® 这一点并不能由定理形式地得出.因为定理讲的是没有碰撞的光滑方程媼， 
这个方程组中 w 的绝朽不变性的证明，是一个很有自发昀初等问题 • 


， 313 争 



附录 1 黎曼曲率 

♦ 

I 

用一张纸可以卷成一个锥面或注面，但若不折迭、拉伸或剪 
开就得不出一片球面.原因在于这些曲面的“内蕴几何”不同. 
球面的任何部分都不可能等距地映到平面上. 

区别这些黎曼度量的不变量是黎曼曲率.平面的黎曼曲率片 
零，而半径为 i ? 的球面之曲率为丑_ 2 .若一个黎曼流形可以等距 
地映到另一个上，则对应点的黎曼曲率是相同的.例郭，因为锥 

I* 

面和柱面局部等距于平面，故锥面或柱面任一点的黎曼曲率均为 

. . • . • 

零.所以锥面或柱面没有任一部分可以等距地映到球面上 * 

流 形的黎曼曲率对其上测地线的性恣有重要影响，即对相应 
动力系统的运动有重要影晌.若一流形黎曼曲率为正（如球面或 
椭球面），则在绝大多数情况，靠近的测地线在彼此附近振动，若 
曲率为负 C 如单叶双曲面)，测地线迅速地彼此分离. 

在这个附录里，我们要定义黎曼曲率，并扼要地讨论负曲率 
流形上测地线的性质.关于黎曼曲率进一步的讨论，可在 J . Mil - 
nor [ l ], 一书中找到，关于负曲率流形上的测地线的讨论，则 
可见 B . Ahocob[1]*. 

A 曲面上的平行移动 

黎曼曲率的定义是基于沿着黎曼流形上的曲线作矢量的平行 
移动. 

我们从已给的黎曼流形为2维的（即曲面）情况开始，并设已 
给曲线是测地线•（见 Carmo，Manfredo Perdigao do , Diffe 」 

( rexxtial Geometry of Curves and Surfaces , Prentice - Hall ， 

4 

I 

_ _ _ _ _ _ ... ■ 

， * 关字测地流的最近的 Jl 作，可 以参看 B.Ornstein-B.WeissU], M.Rat- 
ner[l]» B,Weiss[l]* 日译本法 ， ^ 
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1976 ——英译本注） . ' 

切于一函 面 的夫 量沿其上一測地线的平行移动定义如下 t 矢 

f 

量起点 沿测地 线运动而它与 测地线 所成的 角及其长度不变*把在 

测地线起点切于®面的所有矢量平行移动到其终点，即得一个映 

% 

起点的切平面为终点的切平面的映射.这映射是线性的、等距 

的* 

现在定义曲面上的矢量沿 着由瓜 

个测地弧组成的折线的平行移动（图 

230). 为了把一个矢量沿折线平行移 

动，’我们把它从第一个顶点先沿第一 
条测地孤平行移动到第二个顶点，再 图 230 沿 测地折线的平 行移动 

沿第二 条测他 弧平行移动到下一个顶点，佘 类推. 

问题给定一矢量在三顶角均为直角的球面三角形的一个顶点切于球面. 
将它绕此三角形平行移动回原来的 顶点. 

答平行移动的结果将使在最初的顶点切于球面的平面旋转一个直角. 

最后，矢量沿曲面上任一光滑西线的平行移动 可以通过求极 

限来定义，即用测地弧所成的折线去逼近此曲线* 

问題沿在列宁格勒(北纬 A =60") 指向北极的矢董向东沿纬线移动回到 

列宁唞勒. 

答矢量向西偏转 2 7 r ( l - sinA ) 即约 50\所以旋转角的大小正比于纬线所 

围的 面积，旋转方向和矢最原点绕北极的方向相同. 

提示只需将此矢麗沿一锥面上同一圆平行移动即可，这锥由过纬线 
各点的子午线组成 （图 231)., 这个锥面可以展开为一乎面，这样曲面上 
平行移动就成了乎面上通常的平行移动_ 




图 231 球面上的平行移动 


,考虑复平面 z = a + b 的上半平面 y > o . 度量为 


ds z - 


dx 2 ^ d % 2 


很容易算出，这个二维黎曼流形的测地线是垂直于 x 轴的圆弧与直线，实 
系数线性分式变换 


az + b , t . 

- f Q<3 一 o C 0 ， 

cz + d 

是此流形（称为罗巴契夫斯基平面 *) 上的等距变換 • 

问颳将？=:‘处指向正虛轴方向的矢量沿水平线 （4^ = 0) 移动到点之》 
-t !( 图 2?2>. 

答移动〖后，矢量由 y 轴方向向^轴方向转过 ( 弧度. 


y 



B 曲率形式 

现在我们要在二维黎曼流形（即曲面）每点上定义黎曼曲 


* 此例可参照 Arnold - Avez [ l ]. 附录20_ -日译本注 




率.为此，在我们所考虑的点的一个邻域中规定一个定向,并且- 
考虑矢董在曲面的一个十区域 D 的边缘上的平行移动.很容易算 
出，移动的结果是旋转一个小角.记此角为史 （£0 (角的符号由 
曲面上的定向确定)， 

若将 Z ) 分为 d u d 2 两部分，沿 Z ) 边缘平行移动的结果可以先 
沿一部分移动再沿另一部分移动来得出.所以 

<P(D) = qp(Dt) +CPCA), 

即角为区域的可加函数.若改变沿边移动的方向，角供 （ Z >) 将会 
变号.因此自然会把炉（£))表示成一个适当的2-形式在 D 上的积 
分.这个2-形式确实存在并称 为曲年形式， 记作 因此 我们由 

关系 

( 1 ) P(B) =1 Q 

来定义曲率形式 : q 在： nwv 中的一对切矢量 1 77 上的值可以如 
下规定，把 M 在 X 处的切空间上 o 的一个邻域与 M 在欠附近的一 
个邻域等同起来（例如通过某个局部坐标).于是在 M 上至少对充 
分小的 e 可以作矢量叫所张的平行四边形 n ,, 

现在定义曲率形式在这些矢量上的值为 

C--.. 

( 3 ) (玄，?7) = lim 炉(3*〉 • 


换言之， 曲率辨 式在一对切矢 釁上的 值等于沿这些矢量所定的无 

穷小平行四边形平行移动时的旋转角. 

问题求平面、半径为 i ? 的球面与^巴契夫斯基平面的曲卓形式. 

答 m , 心 ms ， -</ s ,2 -形式是相应的有向曲面上的面积 


单元. 

问题证明 （ 2 ) 式确实定义了一个2-微分形式而与作它肘的特定选择无 
关，并证矢量沿有限有向区域 D 之边缘平行移动时的旋持 角可以 通过它 ft 


CD 式 给出， 


t 
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涧茲证明三维欧氏空间的任一凸曲面上曲率形式的积分等于 4 % 

C 曲面的黎曼曲率 

我们注意到2维有向黎曼流形上任一个2-微分形式都可以写 
成 pc / S ， c ? S 是有向面积单元， p 是由度量和宗向所唯一决定的数 
量函数， 

特别是，曲率形式可写成 

Q = KdS . 

是 M 上的光滑函数，是面积单元 • 

函数 AT 在贫 之值称为曲面在％处的黎曼 曲率. 

问皤计算欧氏平面、半径为 i ? 的球面和罗巴契夫斯棊平面的黎曼曲率 • 

T 、 

答 R ~\ K ^ -1, 

问题证明黎曼曲率与流形的定向无关而只与度量有关 • 

提示在定向改变时 D 与均 变号. 

问题证明对于通 常三维 欧氏空间中的曲面，黎曼曲率在各点都等于主曲 
率半径之逆的积（若两个曲率中心在曲面异侧，还要带一负号）. 

•i 

要注意，流形在一点的曲率的符号并不依赖于流形的定向， 
甚至不用定向也能定出符号. 

具体说来，在正曲寧流形上，沿着小区域边对一矢量作平 
- 行移动时矢量以相同方向绕其原点旋转;在負曲率流形上旋转方 
向相反 • 

我打 ] 还要注: i ， 曲率在一点的值只由该点邻域中的度量决 

定，因此在等距变形下不变，等距曲面的对应点上曲率相同•所 

• * * 

;以黎曼曲率也叫做内蕴曲率 • 

用度量在某坐标系下的分量来计算曲率的公式用到了度量的 
二阶导数，所以是很复 杂的： 参见下面 g 中的问题 •. 

© 高维平行移动 

在维数大于 2 的黎曼流形上平行移动的作法比 2 维情况下上 
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述的作法稍微复杂些.理由是：在髙维数时被移动的矢量的方向 
不能只由它与测地线交角不变这个条件决定.事实上，矢量可以 
绕测地线旋转而与测地线的交角不变. 

在作沿测地线平行移动时必须作的改进是选一个二维平面使 
之包含测地线的切线和被移动的矢量.选取的方法（可惜十分复 
杂） 如下. 

在测地线起点所需的平面即被移动的矢量和测地线方向矢量 
所张的平面.我们看由此点发出的沿此平面上一切方向的测地 



图233空间的平行移动 


线.这些 测池线 之集合（在起点附近）形成一个光滑曲面而我 n 
打算 沿着它 移动矢量的那个测地线也含在其内（图 233). 

考虑测地线上离起点一个 小距离 A 处的 新点.上面作的曲面 
在新点的切平面包含了测地线在新点的方向.我们用新点为起点 
并 m 其切平面作一个新的曲面（由过新点的测地线丛组成).这曲: 
面包含原测地线.沿原测地线再移动 △ 并从头再重复以上作法. 

经过有限步即可到达原测地线上的任意点，结果在原测地线 
的每一点上部得到了一个包含原测地线方向的切平面.这个平面 
依赖于以上作法中的步长 A . A A — 0时所得切平面族收敛于一 

I 

个确定的板限（可以算出其结果是得到沿原测地线且包含该测: 
地线方向的2维切平面场，它是由流形的度量内蕴地确定的. 

现在，我们的矢董沿测地线的平行移动可以与2维情况一样: 
来定义了：矢量平移时必須 停留在 这些平面内，它的长度 及与灕 
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地线的交角都不变.沿任意曲线平行移动和2维情 况一样是用测 
地弧折线的逼近来作的. 

问题证明矢*从黎曼流形上一点沿固定路径平行移动到另一点是一个从 
第一点的切空间到第二点的切空间韵线性等距算子. 

问题沿度量为 



dxi + dx z 2 + dy & 
y z 


的罗巴契夫斯基空间的以下曲线移动任意矢量1 

% ^ if 二 0, ^ = 1 • 

答 七轴和 夕轴方向妁矢量在这两轴所张平面上旋转角 r (从 y 轴方向转向 
义轴方向）1心方向妁矢量在欧氏度量意义下乎行于自身来移动 • 

E 曲率张量 

和2维情况一样，考虑沿黎曼流形上起点终点重合的小的闭 
合路径上的平行移动.沿此路径平行移动将把矢量送回原来的切 
空间. 这样得到的切空间到自身的映射是一个小的旋转（即接近 
于恒等变换的正交变换 : K 

在二维情况下我们用一个数——旋转角 < P 来刻划这个 旋转. 在高维情况 
下，将有一个斜对称算子取代炉 • 具体说来，任意接近于恒等算子的正交算 
子可唯一地写成 

A — & 0 =E + 0 + ~ZZ — + •••. 


也是一个小的斜对称 算子. 

问題若3是旋转一个小魚少的平面旋转，计算 

/ cos<p sin 炉、 / 0 <p\ 

答^ =1 ，少 = L 

{ - siag? cos^/ V 0/ 


和2维情况不同，函数少一般并不可加（因为 t *>2 的》维空间正交鮮不 
可换）.然而，可以用边作一个曲率形式以描写“由于绕无穷小平行四边形 
费乎行移动而得的无穷小旋转”，其方法与2维情％—样，即用（ 2 )式， 
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这样， 令夂 7? 6 是黎曼流形 Af 在 X 点的切矢量_在 M 上作 
小的曲边平行四边形 n f ( n , 之边是矢量由令 r m •在原点附 
近与 Af 在^附近的坐标等同而得）.我们将注意沿平行四边形 


的边所作的平行移动（从5开始环绕）. 

移动的结果得到上接近于恒等变换的正交 变换. 它与 

恒等变换相差 P 阶的量并可写为 

A e ??) = / + e % Q + o(fi a ), 

D 是依赖于的斜对称算子.因此可以定义％处切空间内一对 
矢量1,^7的函数 D ， 它在 TM k 上的斜对称算子空间中取值，其定 
义为 


Q drf) = lim 


A £ (I, t]) - E 


何 « 征明 P 是一个 2 -微分形式（值为 TMi 上的斜对称算子）而且与我 ffl 
用以等同 TM * 与 M 的坐标之选取无关. 

形式称为黎曼流形的曲率 张量. 我们可以曲率张量描 
述了由于沿无穷小平行四边形作平行移动而得到的切空间内的无. 
穷小旋转_ 

F 在一个2维方向上的曲率（截面曲率） 

考虑一个黎曼流形在某点的切空间的一个2维子空间 i •取 
由此点沿 L 之各方向发出的测地线.这些测地线在该点附近构成 
一 个光滑曲面.所作的曲面在黎曼流形内，并有诱导的黎曼 度量. 
所谓黎曼流形」 W ■在 x 点之切空间内的2维平面 L 方向的曲夺 
(或截面曲率）即指上述曲面在％之黎曼 曲率. 

问题求半径为 i ? 的三维球面与罗巴契夫斯基空间在一切可能的2维方向盼! 
曲率 • 

一般说来黎曼流形在不伺的 2 维方向上曲率不同•下面妳 
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(3) 式表明了这种对方向的依 赖性. 

定理 黎曼流形在一对长为1的正交矢量 In 所决定的 2维方向 
.的齒率可以通辻公式 
( 3 ) K - ??)！，”>， 

由曲牟张量 D 决定. <，> 表示黎曼度量下的 内积. 

-证明在于比较曲率张量以及在一 2维方向上的曲率的定义，我们不打 
算严格地去讲它，可以把公式 （3) 看作曲率 iC 的定义 • 

G 协变微分 

与沿黎曼流形上曲线的平行移动相联系，有一种特别的微分 
法 一 所谓协变微分或黎曼联络 • 我们用以下方式来定义这种微 

分. 

令 I 为在 X 点切于黎曼流 形私的 矢量，^是给在从上 X 附近 
的矢 量场. 场”在 S 方向的协变导数是用任一过^而速度为占的 
曲线来定 义的. 在沿此曲线运动一小段时间（后，我们到达新点 
x ⑴ • 在此点取场以的矢量并沿此曲线将它平行移动回到原 
处.我们在上 x 点的切空间中得到依赖于〖的 矢量. 当《 * 0 
时这矢量就是 u 0)，而对其它的 （ 它按照矢量场沿此曲线在名 

方向不平行的程度而 改变. 

考虑所得矢量对于（在 （ = 0处的导数.这个导数是切空间 
: TM * 中的一个 矢量. 它称为 场口沿 S 的协变导数并记作 VP . 很 
容易看 到矢量不依赖定义中所指出的曲线而只依赖于《和 

'V . ' 

涧题1证明协变微分有以下性质： 

1. VfA 对玄与^是双线性机 

2 . Vf / w ( W ) 口 + /▽ 〆 ，/ 是光滑 函数，[4/是/在7^*中的！方向的 
导数. 

久 Li < v y tv > ~ < Vt «, w ( x )> H - < v ( x ), Vi « r >. 
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4. V r c X > u ； * V " [ W ， V ]( X )， （这里 //!：_• # 1 = Ln Lw - LmLw )^ 

狗題 2 证明曲率张量可用协变微分表示 如下： 

• .. 

^( Io , r ? o )^ o - - V 4 V ^+ VvS / iC + Vf ：^ rjC 9 
i 9 1 S 是矢量场，上式取它们在该点之值 lo , 7?。， S 。. 

问题3 证明曲率张量满足以下恒等式 

SJ(£ f T])l + Q{r) f Oi + OiC^Dv - 0 . 

<Q(i, rf^aj p> = <D(r 9 . 

问题 4 设黎曼度景在局部坐标 〜，•_•，〜 中可用一个对称矩阵 （ A /) _ 
示为 

ds 2 ^ 'Eg , jdx idx j . 

用…， h 表坐标矢量场 〈故在 I 方向求导即心 - 于是协变导数 
可用问题1中的公式及下式来计算： 

= L ] 厂5 

i 

= !]+ (沒训 +~ y 厂沒必加 1 、 

k 

< P U ) 是 （ Pd 的逆 矩阵. . 

用问题 2 中以联络来表示曲率张量的式子，也可得出曲率的 
显式公 式数. 兄〜= W 称为曲率张量的分量 • 

H 雅可比方程 

流形的黎曼曲率与其测地线的性状密切相关.特别是，考虑 

过某点在某方向上的测地线，并稍微变更初始条件，即初始点与 

• ■ 

• . . 

初始 方向. 新的初始条件决定一条新的测地线 • 最初新测地线与 

原来的极少区别*为了研究它们的分离，将接近原测地线的测地 
线微分方程线性化是有 用的. 所得的二阶线性微分方程（测地线 
方程的“变分方程”)称为雅可比方程；把它用协变微分和曲率张 
量表示出来是方 便的. 

用 WO 记以（固定大小的）速度 t ； ⑺沿流形 M 之测 

p m ^ 



地线运动的点.如果初始条件光滑地依赖于一个参数 a ， 則测地 
线也光滑地依赖于此参数.考虑相应于 a 的一个值的运动.记此 
点在时刻 f 在相应测地线上的位置为斌我们设最初的 
测地线相应于参数的0值，于是％(〖， 0) = x(f\ 

测地綫变分矢量场即函数％ ( f ， ot ) 对 a 之导数在 ot =0 的值； 于 
是此场在点％ (() 之值等于 

- 4 — sc(t, a) = M sitlU 

Q (X « ， o 

为了写出变分方程，我们定义给定在测地线 o 上的矢量 
场 对/ 的协变导数.为此我们取矢量 【( HA )， 将它从点 
+ /0沿测地线平行移动到 ^(0 ,将所得的在切空间►中的 
矢量对 /* 在 A = 0处 微分. 结果仍是： TAT a <0 中的一个矢量，称为场 

对〖的协变导数，记作 

定理测地线变分矢量场满足二阶线性微分方程 

( 4 ) = - Q(.v, £)u 9 

ii 是曲率张量 • t ; = p ( f ) 是沿原测地线运动的速度矢量. 

反之，方程（4> 的每个解都是原測地线的一个变分场* 

方程 （4) 称为雅可比方程. 

问麵证明以上定理. 

问題令 M 为一曲面， y (〖) 是矢量在正交干一已给测地线的方向上之 

分量，并令矢量 WO 之长为 1. 证明^满足微分方程 

• # 

( 6 ) ^ = -Ky 9 

尺⑺是在点 处 的黎曼 曲率. ' 

何題利用方程 <5>，比较 法面 （欠=+及4)和罗巴契夫斯基平面 
- 1>上接近已知测地线的测地线之性态 • 

I 雅可 比方程的研究 
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在讨论变分方程时，不管平凡的变分即时间原点和运动初述 
的大小之变化是有用的.为此我们把变分矢量I分解为平行与垂 
直于速度矢量口的分量.这时（因算‘子 G(tsl ) 是斜对称的，从 
而 Q (u， I；) = 0) 对法向分量又得雅可比方程,而对平行分量则得方 
程 







现在我们注意法向分量的雅可比方程可以写成“牛顿方程” 
的形状： 


D f2 = -gradiT ； 

C/ 是I 的二次型，它可用曲率张量来表示而且正比于平 

面方向的曲率 

♦ 


UC^=j Q(v, |) V , |> =| 尺 <! ， S><v 




于是测地线的 K 有速度1的变分矢量的法向分量的性态可用 
(非自治的）线性振子的方程来描述，其位能是速度矢量和变分 
矢量所决定的平面方向的截面曲率与变分的法向分量之长度的平 
方之乘积的 1/2. 

特别是我们要考虑在一切包含测地线速度矢量的2维方向上 
之截面曲率为负的情况（图 234). 这时与已知测地线靠近的测地 
线在法向方向上散开的情况可以用具有负定（而且依赖于时间 
的）位能的振子方程来描绘.所以互相接近的测地线的散开之法 
，向分量的性态和一个位于山顶附近的球从山顶离幵的情况是相像 
的.球在山顶的平衡位置是不稳定的，这意味着在 给定測地线附 

〆 

近的测地线指数地与它离开. 


爭 鄉 





图 234 曲率为正或负的流形上的靠近的测地线 


若我们得到的牛顿方程之位能与时间无关，上述结论是严格的.我0 

再设在不同的包含《的方向上的截面曲率都在以下区间中 I 

- a z ^ K ^- b \ 其中 0<6< a . 

关于垂直方向的散度的雅可比方程的解将是指 数为土 A ,• 的指数曲线之线性 
组合，这里正数•在 a 与6之间，所以雅可比方程的每一个解不论在〖―夂功 
或 - od 都增长得至少和 W | m 一 样快； 绝大多数解甚至增长得更快而如 
e 一样. 

在负定位能下的平衡位置的不稳定性即在作自治情况下也是 
直观上明显的.可以与相应的自治系统相比統来证明它.比较的 
结果会使我们相信，在沿负曲率流形的测地线运动时，垂直方向 
的离散的雅可比方程的一切解都増长得至少和已走路程的指数函 
数一样快，其指数等于某2 维 方向的截面曲串绝对值的平方根， 
而这个曲率应是绝对值最小的_事实上，绝大多数解増长得甚至更 
快，但现在我们不能断言绝大多数解的增长指数是由负曲率绝对 
值最大的2维方向决定的， 

概括起来可以说负曲率流 形上澜 地线性态的特征是指数不稳 
定性 • 为了估计这个不稳定性的数值，定义特 征路径长度 $是有 
用的，这就是使初始条件的小误差增长 e 倍的平均路程/ 

准确狴说，可以定义特征路径长度$为指数 A 的倒数，此撥 
数刻划了雅可比方程的增 长性， 它表示以速度1前进的测地线离 
某一测地线的垂直散度《 



X - Vim jr max max In | ^(f) |, s 二了 • 

一般说 ‘ S 数 1 / mmm ' 1 &依赖干原有的测地线. 

若我们的流形在一切2维方向上的截面曲率都被数 - 6 £ 从零 
分隔开，则特征路径长度小于或等于 frK & X )). 因此若流形之 
曲率为负且绝对值越大，则特征路径长度（它使测地线的误差由 
于不稳定性而加大 e 倍）越小.由误差增长的指数性质，负曲率 
流形上测地线的动向是实际上无法预测的. 

例如设曲率为负而且小于指米).特征路径长度 
小于或等于半米，即沿 5 m 长的测地线误差增大 W 〜10 4 倍，因此 
初始条件的的误差在测地线的末端表现为 lm 的差. 

I 负曲率紧流形上的测地流 

令 M 为一紧黎曼流形其曲率在每点每个2维方向上均为负 

(这种流形确实存在).考虑质量为1的质点在 M 上的惯性运动， 

投有任何外力.这个力学系的拉格朗日函数等于动能，它就是总 

能量而且是运动方#的一个首次积分. 

若 M 之维数为 n ， 则每个等能流形之维数为 2/1-1. 这流形 

是 M 的切丛的子流形. 例知固 定能量之值为1/2 (对应于初速1)， 

这时点的速度矢量之长恒为1，而等能流形成为一个纤维丛 

T.MczTM. 

纤维是切空间中的单位球面. 

于是流形上的一点可以表为 M 上一点处的长为1的矢量， 
由莫泊丢-雅可比原理，我们可以这样来描述具有固定初始条件 
的质点的运动：质点以速度1沿所述的矢量所决定的测地线运动， 
由能量守恒定律， 流形八 M 是峩们的力学系的相空间中的不 
变流形 • 因此我们的相流在 (2 n -1) 维流形:上决定一个微分 
同胚的单参 数群. 这个群称为 Af 上的測 地流. 测地流可以这样来 
推迷 t 它在时刻^的变换把^处的单位矢量变为另一点 
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处的单位矢量，这一点在过 X 点方向为$的测地线上而距 X 距离 
为 i • 我们 注意. 在上有一个自然定义的体积单元而测地 
流保持它不变（刘维尔定理〕. 

到现在为止我们没有用到 M 的曲率为负.但若要研究测地流 
:的轨道， 就发现 M 的负曲率对这些轨道的性态有强烈的影响（这 
与 M 上的测地线的指数不稳定性有关）. 

以下是负曲率流形上的测地流的一些性质（详见 fl . B . Aho- 

COB[l]). 

1. 几乎所有相轨道都在等能流形上稠密 C 例外的非稠密轨道成 
一个零测度集). 

2. 均匀 分布： 几乎每一轨道在相空间 T X M 之任一区域中停留 
的时间正比于该区域的体积. 

3. 相流岁有混合 性质： 若足是两个区域 ，则 

lim mes [(^ M ) fl 苔] 二 mes ^4 mesB m 

Ones 表积，但已归一化，即全空间具有测度 1>. 

由相空间中的轨道的这些性质可得测地线在流形本身上的类 

似性质.物理学家把这些性质称为“随机性”:对很大的（，轨道 

的渐近性态使得该点看起来像是随机的.例如混合性质意味着点 

在离开 d 之后，经过很长时间 （又在 5中出现的概 率与召 之体积 
戒 正比. 

因此，负曲率流形上鲫地线的指数不稳定性导致相应测地流 
的随机性. 

K 指数不稳定性的其它应用 

负曲率流形上测地线的指数不稳定性由许多作者研究过，从 

\ - 

哈达玛 （ Hgdamard ) 开始(常曲率情况甚至可推到罗巴契夫斯 

基)，特别是霍普夫 （ E , Hopf ) 研究过.六十年代在这个领威中有 

- 

一个意外发现，.即指擊不稳定系统非常奇怪对系統本身是稳定的， 

& . m 


例如，考虑在一个负曲率紧曲面上给出铡地流的灰量场.我 
们在上面即已指出，这个流的相曲线安排得十分复杂：几乎每一 
条都在三维等能流形上稠密.这流有无穷多个闭轨道，而闭轨上 
的点集也在三维等能流形上稠密. 

现在我们考虑一个接近它的矢量场，我们会发现，尽管相曲 
线的形象很复杂，这个具有稠密相曲线和无穷多闭轨道的总的形 
象，在过渡到接近的矢量场时，几乎完全不变._实上，存在一 
个接近于恒等变换的同胚将未摄动流的相曲线变为摄动流的相秕 
线. 

于是上述复杂的相流也和平面上的极限环或稳定焦点一样， 
具有“结构稳定性”我们要注意.不论是平面上的中心点或是 
环面上的螺旋线都没有这种结构稳定性：在这些情况下，矢量场 
的任意小变化都会引起相图拓扑类型的变化. 

存在着这种具有复杂运动的结构稳定系统或称“粗系”，其中 
每一个都是指数不稳定的，这是近年来常微分方程理论方面的基 
本发现之一（负曲率流形上测地流是结构稳定的猜想是斯美尔 ( S ., 
Smale ) 1961 年提出的•*，阿诺索夫 (U. B. Ahocob)1967 年给出 

了证明；这些流的随机性的基本结果，也是在六十年代，由西奈 
( H , r . CHHaft ) 和阿诺索夫得到的）. 

在这些工怍以前，大多数数学家都认为,对于“一般形式” 
的常微分方程组，只会有最简单的稳定的极限情况：平衡位置和 
极限环.如果一个方程组比较复杂（例如是保守系），就认为方程 
的微小变化（例如加上小的非保守摄动），复杂的运动会“渗入” 
到简单的运动之间.现在我们知道，情况并不如此，在矢量场的 
函数空间中有整个的区域都是由相曲线％态很复杂的场 组成， 

_k . - 

* A . Andronov - L.Pontry 日译本注 
** 详见 S . Smale ，[1] —日译本注 
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由此得 到的结 论涉及到范围很广的现象，其中，对确定论的 
对象发现了 “随机”性态. 

具体说来，设某（非保守）方裎组的相空间中有一个吸引的 
不变流形（或集合）其中的相曲线有指数不稳定性.现在我们知 
道，这个性质并非例 外的： 在方程组的微小变化之下这个性质一 
定能保持.观察这种方程组的运动的实验者看到的是什么呢？ 

相曲线接近于吸引集合被解释为建立了某种极限情况.相点 
在吸引集附近继续运动将会涉及极限性态的“相”的混沌的、无 
法预测的变化，这就可能被看作是“随机性”和“湍流”. 

不幸的是，至今还没有从这个观点出发来对具有湍流性质的 
物理实例进行过令人信服的分析 '一 个初歩的例子是由所谓纳维 
埃-斯托克斯方程所描述的粘性流体的流体力学不稳定性•'这 
个问题的相空间是无穷维的（即在液体流场中散度为0的矢量场 
函数空间)，但问题的无穷维性质显然不是严重的阻碍，因为粘性 
当谐波频率越高时会越快地消掉高频成分（小旋涡）.结果，无穷 
潍空间的相曲线似乎会趋向某个有限维流形（或集合)，而极限状 
况似乎也在其中. 

当粘性很大时，在相空间中有稳定的吸引平衡位置(“稳定定 
常流”).当粘性减少时，失去了稳定性：例如可能在相空间中出现 
稳定的极限环(“周期流”)或者一种新类型的稳定平衡位置(“二级 
定常流”) ①. 若粘性进一步减小，会出现越来越多的谐波，而极 

艱状态可能维数更高 • 

* 奇异、吸引子理论的出现可以认为巳改变了这个 情况. 例如可参看 Sparrow 
[1],[2]. . —中译者注 

糾 有关这 个方程的近来的工作可参看 〗. E . Mar S d « n [ l ] 及其所引文献 \_日 

译本注… . 

⑦关于失稳的详细讨论可见 Arnold [12 ；U 


对小的粘性，趋向具有指数不稳定轨道的极限情况似乎是很 
可能的.不幸，由于现存计算机容量有限，相应的计算还没有算 
出来.但是不需任何计算就能作出下面的一般 结论： 即使解是存 
在和唯一的，湍流现象也可能出现；只要有指数不稳定 性就够 

a 

了，而这在具有有限多自由度的确定论系统中也会遇到. 

作为指数不稳性的应用的又一个例子，我们提一下西奈宣布 
他已得到了的关于刚性球系统的玻尔兹曼“遍历假设”的证明•这 
个假设说，箱子（箱壁是弹性的）内完全相同的绝对弹性球的运 
动的相流在连通的等能集上是遍历的（遍历性意思是，几乎每一 

条相曲线在等能集的每一块内都停留一段与这小块的测度成正比 
的时间). 

波尔兹曼假设允许我们用空间平均代替时间平均.而在很长 
肘间里这假设被认为对于论证统计力学是必不可少的.事实上， 
波尔兹曼假设（这是一个时间趋向无穷的极限问题）对于过渡到 
统计极限（小块的数目趋向无穷）并不是必不可少的.然而彼尔 
兹曼假设启发出了关于动力系统的随机性质的全部分析（所谓遍 
历理论)，它的证明是这个理论成熟的尺度. 

波尔兹曼问题中轨道的指数不稳定性是球彼此碰撞引起的， 
施可以解释如下.为简单计，我们考虑平面上只有两个粒子的系 
统，并且用平面环面 modi } 代表箱壁会反射的正方形箱 

子*这时我们可以认为一个粒子是恒定的（利用动量守恒)；另一 
个粒子看怍一个点. 

这样我们得到了具有以下模型的问题：一个点在环面弹子球 
台上运动，而台中央有一个圆形墙，使此点按“入射角等于反射 
角”的规则反射（图 235). 

为了研究这个系统，我们看一个类似的弹子球台，但其外边 
_一个平面凸曲线包围（例如点在椭圆内的运动).这样“个錐子 



球台上的运动可以看成椭球面上的测 
地流的极限情况.求极限相当于将椭 
球的最小主轴缩小到0 . 其结果是椭 
球面上的测地线变成椭圆内的弹子球 
轨道.由此我们发现，把椭圆看成是 
双侧的是合理的，而每一次反射都使 
测地线从椭圆一侧到另一侧. 

现在我们回到环面形弹子球台.这上面的运动可以看成一个 
光滑曲面上的测地流的极限情况.这个曲面可以这样得到，把带 
一个洞的环面看成一个双侧曲面，便它有一些厚度并且把尖的边 
缘稍稍磨光.结果得到一个曲面其拓扑结构和一个有两个柄的球 
面相同， 4 

把椭圆吹胀成一个椭球，我们得到一个正曲率曲面；把有洞 
的环面吹胀,我们得到一个负曲率曲面(两种情况下曲率都集中在 
边缘附近，但吹胀时可以使曲率不变号).因此在环面形弹子球台 
上的运动可以看成是沿负曲率曲面上的测地线运_的极限情况， 
现在，为了证明波尔兹曼假设（在所考虑的简单情况下），只. 

I 

需证明关于负曲率曲面上的测地流的随机性质的分析在上述极限 
情况下仍成立即可. 

证明的更详细的叙述变得很 复杂； 它只对两个粒子的系统的; 
情况发表过 （ S . r . CiiHaaDP ) 



图235环面形弹子球合, 
并有圆 墙散射 


* A 保 [1] 中对 CKm 请一文不完全之处作了补充,并用曰语作了解释.久保[2]脒 

讨论类具有较广泛的位能的闻样问題. 一 曰泽本注 
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附录 2 李群上左不变度量的测地线 

与理想流体的流体动力学 

刚体的欧拉运动可以描述为在具有左不变黎曼度量的三维欧 
氏 空间之旋转群上沿测地线的运动.欧拉理论的相当一部分只是 
依赖于这种不变性，因此可以推广到其它群上. 

这种推广欧拉理论的例子有髙维空间中的刚体之运动，还有 
特别有趣的是理想（即不可压缩无粘性）流体的流体动力学.后 
—情况下有关的群是保持流场区域的体积不变的微分同胚群.最 
小作用原理在这个例子中指出，流体的运动可用动能所给的度量 
的测地线来描述.（如果我们愿意，也可用这个原理作为理想流体 
的数学定义）.容易验证，这个度量是 （右〉 不变的. 

当然，把就有限维李群得到的结果推广到无限维需要小心. 

例如在三维流体动力学中运动方程解的存在与唯一性定理迄未证 
明.然而把有限维李群的测地线的性质形式地推广到无限维，看 
看能得出什么结论也是有意思的.这些结论具有先验命题（恒等 
式、不等式等）的性质，一切合理的解都应该满足它们.有些时 
候，形式结论可以直接地严格论证而不必诉诸无限维分析. 

例如，刚体的运动的欧拉方程在流体动力学中的类比即理想 
流体运动的欧拉方程，欧拉关于绕惯量椭球大、小轴旋转的稳定 
性定理相应于流体动力学中瑞利 （ Rayleigh ) 关于速度剖面没有 

扭转点的流的稳定性定理稍微推广一点. 

也很容易从欧拉公式得出具有单侧不变度量的群之黎曼曲率 
的显式.把这应用到流体动力学中就能找到保持体积单元的微分 
同胚群的曲率.有意思的是注意到，在充分好的二维方向上曲率是 
有限的，而且在许多情况下是负的.负曲率惫味着测地线的指数 
不稳定性(参看附录1) # 在我也)考虑的情况下，测池线是理想流 

- JJJ ^ 


体的运动 r 所以计算微分同胚群的曲率就能给我们一些理想流体 
流动不稳定性的知识.事实上，曲率决定了特征路径长度，即使初 
始条件的差放大 e 倍的路径长度，负曲率导致流动在实际上的不 
确定性：在比特征路径长度长几倍的路径上，初始条件的偏差会 
增大100倍. 

在这个附录里，我们打算简要地把有关具有单侧（左或右） 

不变度量的群上测地线的计算起一个头.在下面文献中可以找到 
证明和细节： 

B, M. ApHOjiB^, [ 5 ]，[6]， [93 > Dikii, [1]， Ebin and Marsden, [1]» Lad- 
yzhenskaya, C13 j MistcHenko, Cl3i Obukhov^ [1,1( Faddeer, Cl] # 、 

A 记号： 伴随和余伴随表示 } 

令 G 为一实李群， p 为其李代数，即在群的恒等元处的切驾 
间并具有交换子括弧运算1：, 1 

李群以左右平移作用在其自身上： G 的每个元 P 都定义了群 

到其自身的微分同胚： 

L t t G~^G^ L$h = gh R$ t G~^G R 9 h = hg m 

在每个 A GG 的切空间上的诱导映射记作 

L f 0 ； TG h -*^TG $k i?f *： T G h~^T G h f . 

微分同胚是群的内自同构.它保持群恒等元不变 . ， 

它在恒等元处的导数是李代数（即群在恒等元处的切空间）到良 
身的线性映射，记作 

氤 

Ad gi g 今 g Ad g = (R 9 -^L g ^ mt 

称为群的伴随表示，容易验证是代数同态，即 

Ad 9 H 9 rj3 = LAdtifAdtrjl hrjGg 
也 很清雜 a Ad § Ad %^ 

可以把 Wd 看作由群到代数上的线性算子空间的映射， 
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Ad(g) = Ad“ 

妙:射是可微的.它在群的恒等元处的导数是由代数 0 到 5 上 
之线性算子空间的线性映射 # 记它为 acf ， 而它在代数之元 I 上的 
像记作于是 a 心是代数空间的自同态，我们还有 


ad - Ad^, t g^iindg 


ad 、 


d 


dt 


Ad e *^, 


它“ 是異有切矢量 S 的单参数群.由上述公式容易得出 arf 仅 ffl 代 
数中的元的表达式 

o-d t r] ^ 

我们现在考虑李代数 P 的对偶空间它是李代数上的实线 
牲泛函之空间.换言之，#是群在恒等元处的佘切空间 W = 
T , G “ 群在点 p 的余切空间的元 S 在同一点上之切空间上的元 tj 
上之值将用圆括号表示 t 

(6r?)eR. 

左右平移在余切空间上诱导出•和 /?,* 的对偶算子 • 我们 

i 己之为：对任意 A € G 有： 

L* : T*G th ->T*G k , R* ••7 、 G k fT 、 G 、 

这些算子是由以下的恒等式来定义的： 

(L* i, ?7) = (£, L^rO CR1 1,= Rt.”\ 

算子 3 d 对偁把 G 在恒等元处的余切空间映到其自身 • 我们记 

之为 

Ad* 

® 且用下面的恒等式来定义它 * 

(Ad^ I, r/> = (l t Ad 9 rfi, 

当 P 遍取李群 (？ 中的元时.算子成为群的一个表示，即 

适合关系式 - 

t Ad* h ^ Ad * Ad * 9 
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这个表示称为群的余 伴随表 示而在所有涉及群的 （ 左）不变度量 
的问题中起重要的作用. 

考虑算子 A / t 对々 在恒等元处的导数.这个导数是一个线 
性映射，而由代数映到此代数之对偶空间的线性算子空间上.用 
a # 记这个线性映射，它在代数的元素^上的像用来表示.于 
是 ar / f 是这个代数的对偶空间上的线性算子 

ad, : g*-^g*. 

容易看到是的伴随 算子： 


有时，用花括弧来记的作用是方 便的： 

ac/f rj = { I , 

于是花括弧是 7 xV 到 # 的双线性函数，而与代数中的交换子之 


间有恒等式 

C{i ， vhC) = ("，[!，£])• 

我们现在考虑群在代数的对偶空间中的余伴随表示的轨道. 
在轨道的每点上都有一个自然的辛构造（称为基里洛夫 （ A . A . 
Khphjuiob ) 形式，因为首先是他用这个形式来研究幂零李群的表 

示）.于是，佘伴随表示的轨道总是偶数维的.还要注意，考査 


不同李群的一切可能的轨道会得到许多辛流形的例子 • 

佘伴随表示的轨道上的辛构造由以下作法来定义.令％为代 


数的对偶空间之一点， S 为在此点切于轨道的 矢量. 因为是 
一矢量空间，可以把 S (它其实属于在％处之切空间）认为 


是在中的矢量. 

矢量^可以用多种方式表为点％在具有速度矢量 a € 5 T 撖单参 
数群的余伴随作用下的运动的速度矢量.换言之，每个切干 
群的余伴随丧示下的轨道之矢量 I 都可以用代数中的适当矢量 a 
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表示如下 t 

^ ^ { a , ^ c }, a ^ g f x & g . • 

现在就可以定乂辛 2 -形式 Q 在一对切于 x 之矢量 i i 9 i z 上之 
值了.具体说来，用以上公式将心，1 2 用代数的元 w 、 a 2 表示，然 
后即得数量 

D (€ i ， l ) = (欠， [ a ! ， a 2 ]) x G f ). 、 g 、 

容易验证 （1) 双线性形式 Q 是适当定义的，即其值与山的选法 
无关； （2) D 是斜对称的，因此是轨道上的2-微分形式； （3) 
G 是非蛻化且闭的（证明例如可见附录 5) .因此形式 D 是佘伴随 
表示的一个轨道上的辛构造. 

B 左不变度量 

李群的黎曼度量如 果为一 切左平栘所保持就称 为左不变 
的，亦即左平移的导数将任一矢量变为同样长度的矢量时称此度 
量 为左不变的. 

左不变度量只需在群的一点例如恒等元处给出就够了/然后 
再用左平移把度量移到其它点上.所以代数上有多少欧氏构造， 
群上就有多少左不变黎曼度量. 

代数上的欧氏构造可以用电此代数到其对偶空间的对称正定 
算子来定义.于是，令为一个对称正定算子 

( A £ 1 rj ) = (^4??, I ) 对 fir 中一切 I ，7 成立 • 

( d 为正定并不很重要，但在力学应用中二次型 （4 U ) 总是正 
定的 .） 

我们用左平移来定义一个对称算子 TGWG 9X 

• . 

t 

A f i = 

, - 

y 

t 

于是我们得到以下的线性算 子的可 换图式 


• 337 





Ad, 



Adt 


我们用尖括弧来表示算子沭决定的数量积 * 

<1, v>n =(」』，"）= ( A ， rj ， 吾）二 <??,!>，. 

这个数量积给出了群<7上的左不变黎曼度量，代数上的数量积就 
简单地用<，>表示.我们再用以下的恒等式来定义算子 B x gxg ^ 

~^9 … 

< Ca , 6], c > = <5( c , a ), 6>,对沒中一切 6 • 

算子 S 显然是双线性的，而当第•-个变元固定后，它对第5个变 
元是斜对称的 、 

. ■' . i ' 

_ ... 

< B ( c y a ), 6> + < B ( c ， b )， a > = 0 % 

p 

C 例子 Y S 

令 (7 = 5*0 ⑶为 三维欧氏空 fel 的旋_群，目[ I 一点为_定的剛 
体的构形空间.刚体的运动于是由群中一条曲€ 9= 〆 /)来表 
示. G 的李代数是一切可能的旋转的角速度的三维爸间.这个代 
数中的交换子就是通 | 的矢量积.， ^ 、 

刚体的旋转速度》是群在点9的切矢量.为了得出角速度^必 

须将它移到群在恒等元处的切空间即代数上去 • ，但锋 可用哀、右 

平移两个方法来完成.结果在代数中得出两个不同的矢量 

» , # 、 

Q), g^g 

这两个矢量恰好就是“觚体内的角遽度”和 今空间 中撖角嫿度飞 
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群 G 的元素 5 对应于刚体由初始状态(相应于群之恒等元并可任意选定 > 
经运动立达到的位 a . 令®为代数中的一个元， 

令为角速度为的单参数旋转群； 是这个单参数群在恒等元处的 
切矢量。注意由位移 S 再以角速度0>旋转一个短时间 r 所得的位移 


若 J 就是矢量 

d i „ OT 


to 就叫做相对于空问的角速度并记作 o *. 故 O , 可由 p 作右平移而得.类 
似地可以证明刚体内的角速度是代数中矢量^的左平移. 


在我们的例子中代数的对偶空间 P •就是角动量空间. 

刚体的动能是由刚体内的角速度矢量决定的而与刚体在空间 
中 的位置 无关. 因此动能给出群上一 个左不 变黎曼 度量. 由它决 
定的对称正定算子 AJG •今 T * G t 称为惯量矩算子（张量)•它 


与动能之间有关系式 r = 去<5, 



<^ e , 叫〉 


T 


( Aa } 49 co c y 


=没，夕），其中乂:分―没•是4当5 =政时 之值. 矢量5在愤 

量矩算子為作用下的象称为角动量记作 JVf . 矢量 放位 干群在 J 处 


的余切空间中；而既可用左平移也可用右平移移到群在恒等元处 
的余切空间中.这样我们得到两个矢量 

T 


M e Meg 0 M^R* Meg*. 

. • ■ . 

这两个在代数的对偶空间中 的矢量 正是相对于刚体的角动量 
„ ( M e ) 和相对于空间的角动量 （M.). 这〗良容易由以為刼量和 
角速度表示动能的式子看出: H 


T 


^5" (从 •， ①.) 


2 


(M ， 9) 


由最小作用原理，刚体在惯性下的运动（即无外力）是具有 
上述左不变度量的旋转群上的测 地线. 

我们将把任意李群在任意左不变黎曼度量下術澜地线看成 
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“广义刚体”的运动，其构形空间为这样一个“群的刚 
体”由其动能（即李代数上的正定二次型）决定.准确些说，我 
们把群<7上的左不变度量（由其代数上的二次型<0,给出） 
釣测地线看作具有群 G 的动能为 < /2的刚体的运动. 

相应于广义刚体的运动有四条曲线： 

(/) 6 ^ t—co 人 t ) 三 g 

eg 0 t^MXO eg* 

:称为在刚体内与空间中的角速度与角动量矢量的运动.这呰曲线 
所满足的微分方程是由欧拉对任意刚体发现的.然而它们对任意 
:群这样一个最一般的情况也是成立的，我们将称之为广义刚体的 
歡拉方程. 

注. 在通常的刚体理论中， R 3 ， R 3 *， a ^*, 这六 

个不同的三维空间是等同的.刚体在其中运动的空间 R 3 与其运动 
群的李代数 P 之维数相同是偶然的，而且只在维数为3时适用； 
在《维情况下，9的维数是《(«-1)/2. 

李代数 y 与其对偶空间的等同有更深刻的基础.事 实是： 
在旋转群上存在（而且除相差一个乘法外是唯一的）双侧不变黎 
曼 度量. 这个度量一劳永逸地给出了矢量空间9与 P •的人们特 
别愿意用的同构 C 对 rG , 与7 也-样).这使我们可以把角速 

崖与角动量看成在同一欧氏空间中.这禅把两个空间等同以后， 
七}就只是代数的交换子，但差个负符号. 

任意紧李群上都有一个双侧不变度量存在.因此，为了研究 
具有紧群的刚体的运动，可以把角速度和角动量空间视为同一 
个.但在应用于微分同胚 的非紧 （或无 限维）群时， 不能视之为 
相同. 

D 欧拉方程 

欧拉的结果（他自已仅得到 (？=尋0«) 財的特例）可以陈述 


• 340 * 



为关于具有 _^?的户 义刚体的角速度、角动量的定理如下 r 
定理1 关于空问的角动量矢量在运幼中 守恒： 


^ = 0- 

定理2 关于刚体的角动量失量满足欧拉方程: 


dM. 

"JT 


― {^ c ? M «}. 


这些定理对广义刚体和对普通刚体的证明方法完全相同. 

注1 刚体内的角速度矢量％可通过惯量矩算子之逆用刚体 


内的角动量矢量表出 


= 所以，欧拉方程可以看 


作为是仅仅关于刚体内的角动量矢量的方程；其右方对是 


次的 • 


我们也可以把这个结果表述如下.考虑刚体的相流（其相空 
间维数是群 G 维数或角动量空间的维数 n 之二倍 X . 于是加维 
流形上的相流可按《维矢量空间^^上欧拉方程的流分解. 

所谓流形 x 上的相流 w 用流锻 y 上的相徕/ # 分解，即* r 个由I到 y 飽 

, 

光滑睐射，把少映到//上〜而且使以下圈_式可换（即 =/* 兀), 

X — > X ' 

- 

^ . • • 

*• 

I _ I 

\1 / s / 

V —> V ' 

• f.t. 


在我们的倩况下々是诩 体的輞 空间，•是角动憂空齓投影 


T * G ( + 浐由左平移定义 , CUf ^^财^卩^八少是所考虑的刚体 

在加维空间 r # c 7 上之相流，尸是《维角动量空间/上欧拉方程的相流 * 


换言之，关于刚体的角动量矢量的运动只依赖于角动量矢置 


对于刚体的初拾位董，而与刚体在空间中的位置无关 * 
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汪 2 关于空间的角动量矢量守恒可以这样说，即它关于空间 

- • , *• 

沒*的某个坐标系的一切分量都守恒.这样我们得到刚体运动方程 
的一组首次积分.特别是，李代数 P 的每个元 都相运 于空间 P •上 
的一个线性函数，从而是一个首次积分.容易看到，9*上函数的 
被阿松括弧也是^ * 上的函数.我们这样得到李代数的 （无穷 
m 扩张，由 p* 上之函数构成. y 本身包含在此扩张中即上 
的线性函数之李代数.当然，在 2n 维空间的相流的所有首次积分 
中，只有 n 个是函数独立的.例如可以取 p * 上的 n 个线性函数， 
即沒之基，作为这 〃个 独立的积分. 

因为可能在无穷维情况中有应用，我们®避免坐标而把关于 
首次积分的命题内蕴地加以叙述.把定理1重述如 T 即可做到这 
一 ^点. 

定理3 群在其代数的对偶 空问中 的佘伴随表示的轨道是此空问 


中由欧拉方程给出的流的不变流形， 

证 MXf ) 是从由余伴随表示作用而得，而是守恒 


.的. 




例在通常刚体的情况下群在角动量空间中的余伴随表示的轨道 
是球面 + + = const. 这时定理 3 就化为角动量矢量的 

來度守恒.这定理指出，若初始点位于某轨道上（在此情形 


即在球面 M 2 = const 上)，则其轨迹上一切点在欧拉方程作用下 
都保持在同-轨道上. 

•I 

现在转到任意群 G 的一般情况， 并回忆 一下，余伴随表示的 
任意轨道都有辛构造(参见 A) •此外刚体的动能可以用相对于刚 
体的角动量来表示，结果我们得到角动量空间上的二次型 


T — -<4 

现在固定籴#随窆间的一个轨道把动鵠看作这个轨道上的函 
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数: 


Hz F—R, HCMJ - A^M c ). 

定理 4 欧拉方程在余伴随表示的每个轨道上，都是以为哈密 
尔顿函敫的哈密尔顿方程， 

1 E 在点 M 切于 F 的每个矢董 I 都可写 成1 = 特别是欧拉方程 

的右侧的矢量场可写成 X == idT 9 M } 〈这 里函数了在#上一点 M 处的微分 
可看作是之对偶空间之矢量，即李代数没之元)•由辛构造 O 和<, > 的定义 
〈见 即知对于每一个在 M 点切于 r 的矢量 f 有 

0(1, X ) = ( M ， [/， </ n > = ddT ，{ f ， M }) = □ 

欧拉方程也可以用惯量算子之逆从代数的对偶空间上移到代 
数本身上去.结果得到欧拉方程用算子5的表达如下（见 B ): 

定理5 剛体内角速度矢量的运动只依赖于这个失量初始位置而 
与刚体之初始位置无关，刚体内的角速度矢量满足一个右方为二 
次型的方程： 

g > 9 = 5(co # ,o,) # 

我们将把这方程叫做角速度的欧拉 方程. 注意到在算子 
g 的作用下，佘伴随表示的轨道变为角速度的欧拉方 
程的不变流形> 这些流形又有辛构造等等.然而，与分*中的轨道 
不同，这些不变流形并不是仅由李群 G 本身决定，还依赖于刚体 
的选取（即依赖于惯量算子）. 

由能量守恒定律，我们有 

定理6 关于角 动量与 角速度的欧拉方程都有一个二次型的首次 
积分， 其值等于动能 

r jcnw .) =+««•>. 

E 恒定旋转及其稳定性 


4& 


K 羚 4 n 去 
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刚体的恒定旋转即刚体内的角速度不变（从而其在空 间中咏 
角速度也不变，二者可以互推)的旋转.我们从 R s 中通常刚体的旋 
转理论知道，恒定旋转就是绕惯量椭球主轴的旋转.以下我们给 
出这个定理对具有任意群的广义刚体的推广 - 我们要注意，恒定 
旋转即左不变度量的测地线，它们是单参数子群.我们还要注 
意，惯量椭球主轴之方向可以由定长度角动量矢量的球面上动能 
之驻定点决定 • 

定理7 恒定旋转关于刚体的角动量（角速度> 是动能在余伴随 
表示的轨道（此轨道在算子 A - 1 下的象）上的临界点，反之， 

动能在轨道上的每个临界点都决定一个恒定旋转. 

直接计算或用定理4即可得证. 

我们要注意把角动量空间分成余伴随表示的轨道，在一般群 
的情况下并不如在通常刚体的简单情况下那么容易做；在那里只 
不过是把三维空间分割成以 0 为心的球面和 O 点.在一般情况 
下，轨道的维数可能不同，而在某些点分成轨道又不一定是纤维 
化；在三维情况下，在 O 点就已出现了这样的奇异性. 

我们称角动量空间的点 M 为正规点，如果在 M 点附近划分为 
轨道微分同胚于欧氏空间划分为平行平面（特别是，点 M 附近的 
所有轨道维数相同）.例如对三维空间的旋转群，角动量空间除了 
原点外，所有点都是正 规点. 

定理8 设角动量空间的正规点 AT 是能童在余伴随表示的一个轨 
道上之临界点，而能量在此点的二阶微分 以 / f 是（正或負）定形 
式.則 M 是欧拉方程的 （李 雅普诺夫）稳定平衡位置. 

证由轨道在此点附近的正规性知在每一个靠近的轨道上，在 M 
附近都有一点是能量的条件极大或极小. □ 
定理9 动量限制在余伴随表示的轨道 在代& 上的象上以后，备 
二阶微 分在临界点①上可表示为 
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2 d z H = < 5 ( 6 ), /), + <[/,«]> 5 (a»,/)>, 

< o 

.芒是象上的一个切矢量，而可用/表示为 

1 = 5 ( 0 ?，/)， f £g m 

F 具有左不变度量的群的黎曼曲率 

令<7为具有左不变度量（由代数上的数量积 <，> 给出）的李 
群，我们注意，群 G 在任一点的黎曼曲率可以由恒等元处的曲率 
决定 （因 为左平移将群等距地映为自身） .所 以只需对李代数中的 
二维平面计算曲率就够了. 

定理10 群在由代数中的一对标准正交矢量|，7?所决定的方向上 
的曲率，可由下式给出 

Kt.n- <5?<5> + 2<a 9 0> -3<a,a> -4<5 f ，丑，>， 

其中23 = 5(!， 7?) + 5(77，|),2jff = - B(?7，！），2a= [!，?7]， 

2义=5(!，|),25, = 5(7 ? ，7 7 ),而5是节8中定义的算子. 

证明是冗长然而直接的 计算. 它是基于关于协变导数的容易 
验证 的公式 


(▽£??)• = ~ BCifT]) - 5 ( 77 , 1 )), 

左边的是左不变矢量场，右边則是它们在恒等元处之值* 

注1 在双侧不变度量情况下，曲率公式特别简单 

Ki r, = +<[|，幻， [ S ，?7]>. 

注 * 具有右不变黎曼度量的群的曲率公式和左不变情况的 
公式相同.事实上，一个群上的右不变度量就是具有相反的乘法规 
则的群 (A *92 = ^仍）上的左不变度量.过渡到相反群会改变代 
数中交换子和 B 的符号 • 但是曲率公式的每一项中都是两个要变 
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号的运算之积.所以在右不变情况下曲率公式 相同. 

在欧拉方程中，过渡到右不变情况时，其右方要变号. 

G 对微分同胚群的应用 

令 Z ? 是一个黎曼流形上的有界区域.考虑保持体积元素的 i > 
的微分同胚群.我们将记之为 

相应于群义 D /// D 的李代数是 D 上一切散度为零的矢量场组 
成的，它们还应切于 £► 之边缘（如果边缘非空）.我们将定义李代 
数中两个元（即两个矢量场）的数量积为 

〈 y ” 。2 > ~ *1)2^) ^X9 

(•: 是由 D 上的黎曼度量给出的数量积，是黎曼体积元 

素. . 

现在我们考虑 D 上均勻理想流体（即不可压缩非粘性流体） 
之流 • 这个流由群中的曲线 A 来表示 • 具体说，微 
分同 胚仏是 把流体中每一个粒子由它在0时的位置变到 （ 时的位 
置的映射.可以得出，运动流体的动能是微分同胚群上 
的右不变黎曼 度量. 

■ 事实上，设在时刻（流体的运动给出微分同胚 A ，此时的速度由矢量场 
v 给出.则在时刻 （+ t ( r 很小）由流所实现的微分词胚将是^〃仏，但相差 
一个与 r 比较的小量 W T 是矢量^的单参数群，即由矢量场〃给出的微分方程 
的相流).因此速度场^可以由在分点切于群的矢量沒从右平移得出 • 这也意味 
着动能是右不变的，由定义，动能是 

(我们设流体密度为 1)* 

最小作用原理（即理想流体的数学定义）断言理想流体的流: 
是微分同胚群上的上述右不变度量下的测地线 • 
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F 格说来，无穷维微分同胚群并非 流形. 所以上述定义要想确切叙述 
还需做一些 工作： 必需选适当的函数空间，证明存在与唯一性定理等等 • 迄 
今为止 只在流场区域 D 为2维时做到了这点.然而我们还是当做不存在这些与 
无穷维相关的困难那样做下去.所以下面的论证具有启 发性. 以后会看到 
许多结果可以严格地证明，而与无穷维流形理论无关 • 

我们将指出上述的一般公式在6 = 57^7/0 时的形状，乃是 
3维黎曼 流形上具有有限体积的连通 区域. 为此我们必需把节中 

给出的氏没 X 没 — P 的公式 

， [a ， 6] ， c> ^<B(c ， a) ， b> 


给以显示的描述. 

容易证明，在3维情况下，矢量场丑 ( c , a ) 可以用李代数中 

的矢量场 a 和 c 表示 如下： 

B ( c ， a ) 二 (curl c ) 4 - grad a ， 

八表示矢量积， a 是 D 上的单值函数而由条件分（即 div 5 = 0, 
且5切于 i ? 之边缘）所唯一确定，（但相差一个加法项未 定）. 
我们要注意，算子5与定向的选取无关，因为定向改变时 curl 

和矢量积都要变号. 

H 定常流 

在 G = 时，关于“角速度”欧拉方程的形状是 

v - - B(v ， v ) ， 因为度量是右不变的 • 所以在三维微分同胚群 
时，它就是“贝努利形式的运动方程”： 



= u 八 curl y + grad a ， 


div y = 0 # 


关于角动量的欧拉方程则写成“涡度方程 


^curl v _ 

I ■ P 


[y,curlv3. 


特别是， 定常流的涡度与速度场可交换* 
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这个注解迅速地导致对三维空间中理想流体的定常流作拓扑 
分类如下. 

定理 1 1 设区域 D 甶紧解析曲面围成而速度场是解析的而且不处 
处与其浼度共线.这时流场区域可被一个解析子流形分割成有限 
多个胞腔，流在每个胞腔中可以用标准的方法来构造.具体说胞 
腔分成两类：一类可纤维化为在流下不变的环面，另 一 类纤维化 
为在流下不变的与圆柱面 RxP 微分同胚的曲面.在每个环面上 
巯线或全为闭，或全为稠密，在圆柱面上流线全为闭， 

为证明这个定理，我们来看“贝努利曲面”即函数《的等值 
面.由流为定常流 (vAcurl y = -grad a } 可知流线与涡线都在 

贝努利曲面上.因为速度场与涡场可交换，群 R 2 作用在闭贝努利 
曲面上，而此曲面必为环面(参 看节49 中刘维尔定理的证明）.对 D 
之边缘上边界条件作类似计算可证，非闭的贝努利曲面是圆柱面 
且有闭流线， 

注速度场的解析性并不是本质的，但速度场不与涡场共线 
是重要的*海伦 （ M . Hencm ) 作的计算机实验表明，三维环面 

猶某个定常流流线的性态比定理所述更为复杂，这流由公式 

v a - A%mz + Ccosjy, 十 dcosz ， 

v, - Csin^y -h Bcosoc 

表示. 选择这样的场是使速度场与涡场共线.海伦的计算结果表 
姻，有些流线可以稠密地填满一个三维区域. 

I 等涡场 

二维和三维流体动力学相差很大.差别的本质在于二维和三 
潍情况的余伴随表示的轨道的几何有差别.在二维情况下，轨道在 
某种意义下是闭的而其性态举例说就象是函数之等 值集族 （准确 
些说是几个函数，实际上甚至是无穷多个函数）•三维情况下轨道 
为 复杂; 特别是它们可以是无界的(可能还稠密).三维黎曼流形 

i 
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的微分同胚群的余伴随表示的轨道可以这祥来描绘：令是 
区域 D 中的不可压缩流体的两个速度场.我们说 W 和 〜是等 涡的， 
如果存在一个保持体积的微分同胚 A 乃+乃把 D 中的闭路径 V 映 : 
为 D 中一个新的闭路径，而且第一个场在原闭路径上的环流等于 
第二个场在新闭路径上的环流《 


(D Ui = CD v 2 . 

J Y J 9 V 

容易验证.余伴随表示的轨道在代数中的象（即在惯量算子 
作用下）正是等涡于已给场的场的集合. 

特别是，定理3就成了以下的环流守恒定律 • 

定理12 理想流体在流场中的闭路径上之环流，当此闭路径被流， 

带到新位置时不变. 

我们要注意，若一个三维理想流体在 D 上的速度场是等涡, 
的，则相应的微分同胚将一个场的旋度变为第二个场的旋度 


p^curl Vi = curl v z , 

此外，若流场 是单连 通的，则两个场的等涡性可以定义为祸 
度场的等 价性. 所以三维情况下余伴随表示的轨道问题包括了 
将散度为零的 失量场 分成互相为保持体积地微分同胚的类问题 • 


三维情况下的这一问题困难得令人 绝望. 

现在我们考虑二维 情况. 首先我们把基本公式翻译成便于考 

虑二维情况的 记号. 我们设流的区域 Z ) 是二维有向的 • 度量和定 

向在 D 上给出了一个辛构造，速度的矢量场散度为零，因此是哈 

密尔 顿场. 所以这个场是由一个哈密尔顿函数（当 D 不是单连通 

时一般是多值的）给出的 • 速度场的哈密尔顿函数在流体动力学 

中称为流函数，记作于是 

v 二 I grad 矽， ^ 

I 是顺时针转90°的旋转算子 • 


參 
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两个场的交换子的流函数恰好是它们的雅可比行列式（也就 
是哈密尔顿形式化中的波阿松括弧） 

= ^ (分1，分 2). 

在二维情况下，矢量场 5(c， a ) 由下式给出： 

B = — (A0.) grad 妒 • + grad a 9 

劝.，是场 G ，c 的流函数， A = div grad 是拉普拉斯算子. 

在具有笛卡尔坐标的欧氏平面的特例下，流函数、交换 

子和拉普拉斯算子形状特别简单： 

Bit 0ib 

• • * ，，一 — — - __ r • 


i>z 



0 少” 



ajp 


3 y 


0 伞” 



A = 







〜 2 


二维速度场的涡度（旋度）是一个数量函数「，其与有向面积元 
素之乘积在 D 之有向区域^上的积分等于速度场绕^之边 缘的环 


流， 




聲 


容易用流函数算出涡度的表达式 

r - - Aip. 

二维单连通情况下场心和 h 的等涡性恰好意味着函数〜和^ 

(即这些场的涡度）可用适当的保持体积的微分同胚互变. 

在这种条件下函数 n ， r 2 有相同的分布函数，即 
mes{x G D- r^scy^c} - mes{x ^D ： r 2 OXc} 

对任意 c 成立. 所以若这两个场在佘伴随表示的同一轨道上，贝 》J 
有一系列泛函相等，例如涡度的一切幂的积分相等 
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特别是，二维理想流体的欧拉方程 

-+ vS/v — — grad />, div v = Q 

at ^ 

的首次积分成一无限集合.例如速度场的涡度的任意次幂的积分 

l>= lL(H) idnAdy 

就是这样的首次积分. 

这些首次积分的存在（即余伴随表示的轨道的相对简单构造> 
使我们能证明理想流体（也包括粘性流体）的二维流体动力学中 
的存在和唯一性定理；三维情况余伴随表示的轨道的复杂的几何 
(或者是对这些轨道所知不多）使得三维流体动力学的基础成了 
一个很难的问题. 

I 

J 平面定常流的稳定性 

我们要在这里就微分同胚群情况陈述恒定旋转的一般定理 
(即上面的定理 7 , 8 , 9 ). 这样我们得出以下论断： 

1. 理想流体定常流和一切与之等涡的流的区别在于它是动能的 
条件驻定值（或临界点）. 

2. 若 （!） 所说的临界点确为极值即条件极大或极小， （ H ) 它 
满足一些正规化条件（一般都能满足）， < W ) 极值是非蜕化的（二 
阶微分是正定的或负定的），则定常流是稳定的（即欧拉方程的李 
雅普诺夫稳定平衡位置）. 

3. 动能的二阶微分，在与已给场等涡的场的流形之切空间上， 
其公式在二维情况下形状如下.令 D 为具有笛卡尔坐标^和^ 的- 
欧氏平面上的区域.考虑具有流函数的定常流•那- 
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么， 2rf 2 H = J7z?(5t0 2 +( ▽分 /▽△V0(3r) a c?:vd < y ，这里知是速度场 
的变分（即上述切空间上的矢量），汾== curl 加. 

我们要注意，对于定常流，流函数和拉普拉斯之梯度（即 
▽ 0 与 VAVO 共线.所以比值 V ^ i / VAV ) 有意义.此外在涡度之梯 
度不为零的每一点附近，流函数都是其涡度的函数. 

上面提到的论断导致一个结论：二次型的正定或负定性 
是所考虑的定常流稳定性的充分条件.这个结论不能形式地由定 
理7,8,9得出，因为在无限维情况应用任一个公式都需要论证， 
幸运的是，不必论证中间步骤即可论证关于稳定性的最后一个论 
断.于是可以严格地证明下面的先验估计（用初始速度场的小扰 
动表示定常流的稳定性)， 

定理 13 设定常流的流兩歎伞 = 在区域 *0 中不仅局部地兩 

且整体地是涡度函數的函数（即之禹 数〉， 设流兩數对于涡度 

承敦的导数满足不等式 

c <-^ r<C 其中 0< c < C < oo . 

令护 + 为另一个流的流兩敫而不 一 定是定常的.设在初 

始时刻被扰动流（流凾数为0+史）的速度场在 D 的边缘的每个连邋 
分童上的环流等于原来的流（流兩数为 V 0 的环流.于是扰动屮= 
炉0,夕，0在每一时刻都 由以下 公式以初始扰动史。=炉 （ x ，： y ，0) 为 
'界： 

f l(vq>y ^ cC^(p) z ^dxdy 

JJo 

^ JJ^C(V^d ) 2 + CiL<p,y^docdy m 

名■定常 ¥ 满足不等式 

c <- 0<c<C<oo 9 
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则扰动少按以下公式以初始扰动 9^ 为界 


[[c(A??) 2 - (V<pWxdy 

J J D 

，广 

< [C(A ^ c ) 2 - (S/<P 0 } g ldxdy, 

J J £3 

这个定理蕴含了以下 事实： 定常流在以 下二次 型作在 D 的; 
边缘的每一个连通分支上是常值函数而其梯度在各边缘分量上为 
零） 


[(▽ 沪） 2 + 仏 9 Wxdy 

J J D V A ?? 

对于 VP 为正定时是稳定的，而在二次型 

[( ▽ 炉 ） 2 + (max — ih<py^dxdy 

JJ D V △分 

为负定时也是这样. 

例1考虑在（心>0平面的带形 Y ^ y ^ Y . 中具有速度剖面 
iy ) (即有速度场为 (v ( y ), 0 )) 的平面平行流 .这个流对 
任意速度剖面都是定常的.为了使流的区域为紧，我们加上一个 - 
条件，即所考虑的一切流的速度场对^坐标以 X 为周 期. 

若速度剖面没有扭转点 ( BfJdWdy 2 ¥=0) 则定理13的条件 I 
成 立的. 于是我们得出，理想流体的平面平行流当速度剖面没有 
扭转点时是稳定的. 

对于线性化问题的类似命题称为瑞利 定理. 

我们要强调定理13讲的并不是“线性近似”的稳定性问题，而是真貧 
的严格的李雅普诺夫稳定性（即对非线性问题的有限扰动而言）.在这情况; 
下，这两种稳定性的区别是本质的，因为我们的问題具有哈密尔顿性质（见、 
定理 4); 对于哈密尔顿方程组，渐近稳定性是不可能的，所以线性近似的 
稳定性是中立型的而对于保证非线性问题的平衡位置的稳定性这 是不够 
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的 

例2 考虑环面 

{0 ， y )，x mod y mod 2 ^} 

上速度场为 u = (sin >0) 的平行于 x 轴的平面平行流.这个场由流 
函数4= - cosy 决定而涡度为 r = - cos ^速度剖面有两个扭转 
点，但流函数可以表示为涡度的函数.比 ▽#/▽△#= -1. 由定 
理 13 , 我们知道若 

厂厂 ( 》 ^ctxdy^r\ X iV^dxdy 

Jo Jo J t Jo 

对一切对 X 有周期 X 、对 y 有周期 2? r 的供成立 ，则定 常流是稳定的 • 
很容易验证当 X < 2 n 时这个不等式成立，而当 X > 2 tv 时不成 

立 ••• 

这样，定理 13 意味着，短环面上的正弦定常流当基本流方向 
上的周期 X 小于流的宽度 2^ r 时，是稳 定的. 另一方面，可 
'以直接验证，在长的环面（义>2^0上，正弦流是不稳定的① • 
所以在这个例子中，定理13中关于稳定性的充分条件也是必要 


的* ** *** 

我们应该注意，一般说来不定二次型 d % H 并不意味着相应流的不稳定 
性.一般说来，哈密尔顿方程组的平衡位置，即令哈密尔顿函数在此点旣 
极大又非极小，也还可能是稳 定的. 二次哈密尔顿函数 H = p \ J tq \- P \~ q \ 
是这方面最简单的例 子 1 * 


* 浅性近似是稳定的，而原问题是不稳定的这也是有的.参看节42和附录 7 ， 《*• 
——日译本注 f 

** 用分部积分和施瓦兹不等式即得 • ——日译本注 

①例如可见 L _ D . Meshalkin . Ya . G . Sinai [ l ]. 

*** 参见附录 8. — 日译本注 
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K 微 分同胚 群的黎曼曲率 

在五中讲到的具有单侧不变度量的李群的曲率的表达式 
对于黎曼域的微分同呸群$£«//£»也是有意义的.这群是充满 
D 的一个理想流体的构形空间.动能在 S * A // D 上定义了 一个右 
不变度量.形式地应用李群曲率公式到无穷维群上所得的数，自 


然地就称为群的曲率. 

微分同胚群曲率的计算只对具有欧氏度量的二维环面上的流 
形作出过.将欧氏平面 R 2 上相差为某些格点（平面的离散子群） 
的点视为相同就得到了环面.具有整数坐标的点之集合就是这种 
格点的一个例子.一般说来，把作为上述特殊格点基础的正方形 
代以平行四边形就可以得出任意格 点厂. 

现在考虑环面上具有单值流函数且散度为零的矢量场的李代 


数.相应的群是由使环面质心固定而且保持体积的微 
分同胚构成的.它可以嵌人在所有保持体积的微分同胚之群 
SDiffT ^ 中作为全测地子流形 （即 其测地线亦为包含流形的测 


地线的子流形）. 

证明在于以下事实，若在初始时刻理想流体的速度场有单值 
流函数，则在一切时刻流函数都是单值的 I 这可由动量守恒定律 


得出. 

现在研究群过恒等元的一切二维方向的曲率（在 
这样的方向上的曲率也相同，因为子流形心 DW 2 是 

全测地子流形）. 

在 R 2 上选取一个定向•群的李代数之元可以看成 
是环面上平均值为零的实函数（散度为零的场可以把这个函数作 
为流函数而得出）.所以群心的切空间上的二维方向可以 
用一对在环面上的平均值为零的函数定出 • 

我们将用富里叶系数来给出这样的函数 • 用复域上的富里叶 
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级数进行计算是方便的.令〜 ❿是欧 氏平面上一点，称为波矢量〉、 
为在平面之^点值为的函数.这样的函数若为 r 周期的（即 

对％ 加上格点 r 的一个矢量，函数值不变），则它定义环面上的函< 

数. 

换言之，数量积必须对厂之一 * 切点 x 均为的倍数.这种矢量 
属于1^的格点尸 •. 当厂•时，函数4成为环面上的复值函数的 
完全系 • 

现在将李代数、数量积<,>、交换子以及代数中的算子还 
有黎曼联络和曲率张量 Q 都复化，使所有这些函数都成为复李代 

v 

数的复矢量空间中的（重）线性函数*函数6是这个复矢量空间 
的基底 ( ker .、. 

定理14数 量积. 交換子、 其子 B 、 联络和群右不. 
变度量的曲率有以下的显式： 


=0当尨十/_0时* 

< 它4 ， ^ — ~ S | 

[_€^ 9 € i ~\ =( 灸八 /) 它 * + 

50” e ,) = b hJ e t ^ t 9 b "= (為八 0 ( fe+ ,” ■， 

^ j - ( vA «)( w . v ) 

V = ai.k+i^* + n ^u 9 w — 多 

若态+ / + W 关 0 贝 ，] Rk . l . m,n = Oj 若 fe +/+ m +«=0 则 
二 (a tn a km - a tm a kn )S, a" = (uA^) 2 /|w + ^ I. 

在以上公式中 5 •是环面面积，《 A ^是《和〃所张的平行四 
边形面积（相对于 R 2 上选定的定向 ）• 圆括弧表示平面上的欧氏内: 

积，尖括弧表示李代数中的数量积. 

定理的证明可见本附录引言中所列的第一篇文章 • 


參 


356 





以上公式使我们能计算任意二维方向的曲率.计算表明在绝 
大多数方向上曲率为负，但在少数方向上为正.例如考虑某个流 
体流动，即群上的一个测地线，由雅可比方程，这测地线的稳定 
性是由在测地线的各点上过该点速度矢量的一切二维方向的曲率 
决定的. 

现在设所考虑的流是定常流.则测地线是我们的群的单参数 
子群.由此可知，在测地线各点，经过该点的速度矢量的一切平面 
上的曲率，都等于过测地线在初始时刻的速度矢量的相应平面上 
的曲率（证：右平移到群的恒等元).于是定常流的稳定性只依赖 
于李代数中那些二维平面方向的曲率，它们包含李代数中作为定 
常流速度场的矢量. 

例如考虑最简单的平行正弦定常流.这个流的流函数是 

I 2 — • 

考虑代数中任一个实矢量 77 = 2^ I e l ( jf _, = ^ I ). 由定理14我们容 
易导出 

定理15在包含 S 的任意二维平面上，群&乃*7/7^的曲率非正 • 
具体说来即有 


<tO ( 左， tf) 皂， ??> = — — ^ 1 a】, I j X! + I 

4 i 

由此公式特别可以得出 

i . 曲率只对那些与 S 同方向的平行流组成的（即使[5，^ = 0 
者）二维平面为零_ 

2. 由流函 数1 = coskx 与 7] = cos / at 定义的平面之曲率是 


K = 


^ Z+ J - Z sin z a sin 2 j3, 
4c> 


■ 
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S 是环面面积， a 是 k 与 I 之交角，爲是 k +! 与 k -! 之交龟 • 

3. 特别是，在由速度场 (sin y , 0), (0, sin x ) 所决定的方向: 
上，环面 {(AWmod 24的微分同胚群的曲率等于 


K = 


-1 

8jt 2 


L 讨论 


自然地希望微分同胚群的曲率与此群的测地线的稳定性（即 
理想流体流动的稳定性）的关系正象有限维李群的曲率与其上 
测地线的稳定性的关系一样.具体说来，负曲率产生测地线的措 
数不稳定性.特征路径长度（即使初始条件的误差增加 e 倍的平 
均路径长度）与1/八1同阶.所以知道了曲率我们就能估计， 

可以用近似初始速度场来预测理想流体流的发展而且误差不会增 
长到更髙数量级的时间. 

应该要强调理想流体流动的不稳定性在这里与在节 K 中理解不同> 这 
是流的运动而不是其速度场的指数不稳定性 问题. 定常流可以是欧拉方程 
的李雅普锘夫稳定解，而相应的流体运动则可以是指数不稳定的 • 理由是 
流体速度场的小变化可能在流体运动中引起指数增长的变化.在这种情况 
(欧拉方程解稳定，群有负曲率）我们可以预测速度场但不能预测流体物 
质的运动从而不大大损失精确性. 

上述曲率公式甚至可用来粗略地估计天气的动力气象学长期 ; 
预报为不可能的时间，只要我们同意几个简化 假设. 这些简化假 
设是： 

1. 地球的形状是用正方形格子分解平面所得的环面. 

2 . 大气是二维均匀不可压缩的非粘 性流. ' 

3. 大气运动近似地是“贸易风环流”，它平行于赤道并有正弦的 
速度剖面. 
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为了计算特征路径长度，我们必须用定理 15 来估计群 尸 
在包含贸易风环流 I 的方向上之曲率.为此我们把 r 2 看作 { u ， 
^) mod 2^}, *=(0,1). 换言之，我们注意与 U ， y ) 平面上乎 

行于: v 轴井有速度剖面 

v = (sin y ， 0> 

的定常流相近的 2 a 周期流. 

由定理15易见群在包含贸易风环流 y 的平面上的 
曲率在以下界限内变化： 

- 这里 5* = 4? r 2 是环面 面积. 

下限是用很粗糙的估计得到的.然而曲率为尺= -1/25* 的方向 
确实存在，而且有许多其它方向，曲率也接近同样 大小. 为了对 
特征路径长度作一粗略的估计，我们作一个粗略的猜测即 K 0 = 
-1/2 S 是“平均曲率”. 

如果同意用值 K 。 为曲率，则特征路径长度是 

s -(v/^o)" 1 - ^/2S. 

相对于贸易风环流相应的群，运动速度是 v/M (因为正弦 
的均方值是 皆）•所以流辻特征路径长度所需的时间是 2 •流体中最 

快的微团用这个时间可以走过2，即绕环面整个轨道的 

B 此，若取平均曲率值，则在最快的微团走完整个轨道的时 
间内，误差将增加^〜20 倍. 取100公里/小时为贸易风的最大速 
度，我们将得出绕整个轨道的时间是400小时，即略少于三星期* 
这样，若在初始时刻所知道的天气状况含有小误差^，则& 
个月后的预报误差的阶为 

10 tn e ， 这里 Jrlog 1( ^《2. 5. 
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例如，要作两个月后的天气预报，軔始数据的精度必须比预报# 
许误差的精度髙五位数字.在实践中，这意味着作这样长期的天 
气计算是不可能的. 

很清楚，这里提到的估计不是很精确的，我们所取的模型也 
是很简化的.选用“平均曲率”之值也需要论证. 



附录 3 代数流形上的辛构造 

经典力学中的辛流形最常见的是拉格朗日力学系的相空间， 

即构形空间的余切丛. 

完全不同的一系列辛空间出现在代数几何中. 

例如任意的光滑复代数流形（由一族复射影空间中的多项式; 
方程给出）都有自然的辛构造. 

代数流形上辛构造的作法是基于这样一件事即复射影空间本- 
身就有特殊的辛构造， 具体说 就是其厄米特构造的虚部. 

A 复射影空间的厄米特构造 

回忆一下，》维复射影空间 CP " 就是(«+1)维复矢量空间. 
C 〜中过0的复直线所成的流形.为在 CP 上作一个辛构造，我 

们要用相应矢量空间 C " +1 中的厄米特构造. 

复矢量空间上的厄米特数量积（厄米特构造）就是一对矢量的复线性函 
数，且（1>它对第一个矢量是线性的而对第二个是反线性（即共轭线性） 
的， （2) 交换变元位置时它变为共轭值， （3) 当矢量相等时就成为正定实 
二 次型： ， 

<A|, 7?> = A <|,r/> <rf 9 i> = <£ f rj> <i,S>>0 当！乒 0 时 . 

厄米特数量积的一个例子是 
( 1 ) <i，ip = ^ikVk9 

这里是 I ，77在某基底下的坐标. 

总存在一个基底使厄米特数量积成 （ 1 ) 形，这个基底称为厄米特-标 

准正交 基底. 

厄米特数量积的实部和虚部都是实双线性型， 前者是对称的， 后者斜 
对称，二者都是非蛻化的： 

(“”）= (”，£)， - [7?，占]* 

二次型 （ U ) 是正定的. 


• H1 • 



这样，复矢量空间上的厄米特构造 <，> 给出一个欧氏构造 （》) 和一个 
辛构造[，]，这两个构造与复构造的关系是 

[!，”] = ($，:》• 

现在我 们要在复射影空间上 定义一个黎曼度量.为此， 考虑 

相应矢量空间 + 1 中的单位球面 

S %n + 1 =. {2^C n+l i <2，：> =1). 

这个球面从中继承了黎曼度量 # 每个过 o 点的复直线与此球 
面交在一个大圆上. 

定义复射影空间中两点的距离就是单位球面上相应大圆之间的 
距离. 

我们要注意，这两个大圆在以下意义下是平行的，即从一圆 
上任一点到另一圆的距离是相同的(证:用乘2保持球面上的 
度量〉 .这个情况使我们能立刻写出复射影空间按以上作法定义的 
黎曼度量的显式 （2). 

事实上令/>表示将矢 量空间 之点 变为过 0,2的复直 
线的 映射： 

p ： C* +i \0-^CP\ 

每一个在点切于的矢量£都可以（用多种方式）表为 
在2点的一个矢量的象：在此映射下 

定理 矢量 S 在以上定义的黎曼度量下长度的平方是 
( 2 ) * … 

0,2 ) Z 

HE 先设 2 点在单位球面^ +1 上. 

把矢量^分解为两个 分董： 一在由 z 决定的复直线上，另一在其厄米特正 
交方向上.注意对矢量2的厄米特正交即对2与&二者同时为欧氏正交•矢量^ 
是球面 + 1 在2点的欧氏法矢量.矢量 (2 切于球面与过 Z 的复直线交成 的圆. 
所以！的与^厄米特正交的分量 D 切于球面 V +1 而且与球面交直线所成的 
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圓欧氏正交. 

•I 

由上度量的定义，矢量^之黎曼长度平方等于 S 的与2厄米特正交 
的分量的欧氏长度平方. 

我们来计算 | 的厄米特正交于 2 的分量 77 . 把分解式写为 

CZ + 7} 其中 < r ?，2：>=0, 

与^作厄米特乘积，我们得到 

2> - C <-?, Z > 

所以 


V = 


， 之 >! — <ijz> 


iz, z) 


计算矢量的厄米特平方，我们得到<1价= W ， &而 




<Z,2> <!，！> — <! ， 2 > <Z,^> 


以， 


* 


于是对单位球面上的 2 证明了式（2〉.注意，用位似变换就可得到 
一般情况之证 • □ 

注意，我们的作法不仅使我们能在的切空间上定义一个 
欧氏构造，还可定义厄米特构造 • 考虑在切空间 rc” 1 中与 2 厄 
米特正交的分量映射 PwH — TOJP ，，: 将 H 同构 
(上已证明）映到 CT* 的切空间上，而由 /•/ 带过去了厄米特构 

造. 

很清楚，由此厄米特构造给出的数量平方就是 <2).所以， 
不需进一步计算即知的切空间上的厄米特构造是 

(3) <^，“>- 


U^7X: +i 中适合 p.L = LCT ( CP ，) h 的任意矢量 • 我们要 
注意，在公式 （3) 中点=不一定在单位球面上 • 
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在 CT " 的切空间上作出的欧氏构造和厄米特构造 （2) 和 (3) 
并非在流形的所有射影 变换下都是不变的，而只在由矢量空: 
间 C ”+ i 的酉变换（保持厄米特 构造〉 所给出的射影变换下 不变. 

B 复射影空间的辛构造 

我们考虑厄米特形式 （3) 的虚部， 并加上系数- | (加这 
个 系数的理由在 C 问题1中解释）： 

(4 ) Q = -去 <^，^>. 

Jt 

和任意厄米特形式的虚部一样，复射影空间的切空间上的实双线: 
性形式是斜对称非蜕化的. 

定理 2-微分形式 D 在复射影空 间上给出一个 辛构造 • 

证 我们只需验证 Q 是闭的. 

考虑形式口的外微分上这个3-微分形式对 C -+ 1 中的酉变换诱 

导出的映射是不变的.由此可知它等 于零. 

要看到这点，我们看 cp *: 在某点2的切空间的厄米特标准正 交基底 
…，矢量心 ，…， ■构成一个欧氏标准正交 R - 基底 • 我们赛 
证明 rfi ? 在这个 R - 基底的任意三个矢董上之值为零 • （我们设«>!,« = IBt 
没有什么要证). 

注意在此 R - 基底的任 惫三个 R - 基底矢董 中至少有一个厄米特正交于 
另外两 个.记它为 容易作 出空间 c - + l 的一个辛变换使之在 CP •上 诱出一 
个运动，保持点2 和 e 的厄 米特正交补，但改变 C 之方向 • 

由 Q 之不变性知道 在三 个矢量 e ， f t g 上之值等于它在上之 

值， 所以此值 为零. □ 

注复射影空间中同样的辛构造的另一个作法如下 • 考虑一 
个具有 （《+ 1) 维构形空间的数学摆的小振动*用能量的积分 
使此力学系的自由度减少1.这个运算后所得相空间即 CP % 而其 

上的辛构造与上面作的只差一个因子. 

在 CP * 上作辛构造的另一个方法要用到以下事实 * 即此空间可以看作 
是一 1李群的余伴随表示的一个轨道，而在每一个这样的轨道上总有一个 
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赛准的辛构造（见附录 2 A >. 我们可取一个 (n + 1) 维复空间的酉（即保持厄 
米特度量的）算子群作为这个李群.这时余伴随表示和伴随表示的轨道一 
样.在伴随表示中对一超平面作反射（第一坐标变号而其余坐标不变)，这 
个算子的轨道就是 CP \ 因为反射算子是由正交于此超平面的复直线决定 

的 • 

C 代数流形上的辛构造 

我们现在将在复射影空间的任意复子流形 M 上得到一个辛构 
造.令•是此子流形到复射影空间中的嵌入.射影空间 
中 的黎曼构造、厄米特构造和辛构造都在 M 上诱导出相应的构 
造.例如 M 上的辛构造是由下式给出的： 

Q M - 

定理徵分形式 Am 在 M 上给出一个辛 构造. 

证2-形式0^之非蛻化性可由 M 是复子流形这一事实得出•事 

实上由 CP •之黎曼度量诱导的二次型是正定 
酌.所以双线性形式 （ la ) = *0(1，化）是非说化的.因为形式 
为闭，所以也是闭的. □ 

注和对复射影空间一样，可以在它的复子流形之切空间上 

笼义厄米特构造；辛构造是其虚部， 

若一复流形的厄米特度量之虚部是闭形式（即辛构造)，则称 
此流形为凯勒 （ K & hler ) 流形， 其厄米特度量称为一个 凯勒度 
戈.关于凯勒流形的几何学已得到了许多重要结果；特别是它们 
有引人注目的拓扑性质 （例 如可见 A.Weil ， [l]) 

并非一切辛流形都有凯勒构造. 
m 1计算射影直线 cr 1 的仿射区图 u ； = 上的辛构造 • 

省 D = (VjT)(<fx 八 cf ： V)/(l + / + 夕 2 )， 这里 + 形式 •^的 定义中 

的系数 是选得使可得出复直 线的通 常定向 ( dxAdy 、 而 D 在整个射影直线 
上的积分为 

典歷2 证明射影空间= {(々:々：•••:〜）> 的仿射区图 w k ^2 k ^ l (k 
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= ：!，•••，《) 上的辛构造 D 可由下式给出: 




^o<k<t<n{w k dw i - w t d w k ) /\(iv k d w t - XV x drv k ) 

II • 

X ] ( wfc ^*) 2 

Jt - o 


注复空间上的复值微分形式（如 rfu ；* 和定义为切矢量的复线 
性函数；若 w *= x fc +»乂，则 

dw k - dx h +idy k 9 dvu h - dx h -idy h . 

C A 上的这种形式的空间具有复维数 2«; 例如 2 r * 个形式 oTt ^， d ^ T k 

% 

(备=1, …， n ) 构成一个复基底； 2 n 个形式£/5^，</3^亦然. 

外乘积按通常方式定义，服从通常的 规则. 例如 

dw/\dw = (dx+idy')/\Cdx — idy^ - — 2idx/\dy^ 

令尸是 C ， 上的实变量光滑函数（一般是复值的）.这种函数的一个例子 
是 |wP = Sw * G *. 函数/的微分是一个复 P 形式，所以可以按基底4议》， 
分解.这一分解的系数称为“对％”和“对的偏导数： 


< f / = -^-</ w + ^£^ dw % 

9w 0tv 

• • p _ 

舞 

在计算外导数时把 c / 分成对变量 W 的微分 iT 和对变量：的微分是方 

便的，于是 

例如对于函数/ - 


d f i = 



9XV 


d r/ f - ~-- dw m 

BVJ 


才于 1- 微分形式 


co = ^ a h dw k + bhdw hf 

* 、 

详子 c / /和^〃可以类似定义： 

d^co = Ysd f a t /\dw t + d f b ^ \ S ^ h 

d n €o - ^d^a h f\dco h + d f/ b k /\da>^ m 
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狗题 3 证明在射影空间 CP * 的仿 射区图 上的辛构造可由下 
式给出： 

N 

Q ^^-d^d ff \nYL\ w ^ 

2jt i-0 
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附录 4 接触构造 

奇数维流形没有辛构造.对于奇数维流形，辛构造的类似物 
是一个不太对称但仍很有趣的构造——接触构造， 

力学中辛构造的来源是相空间（即构形空间的余切丛)，其上 
恒有一个典则的辛构造.接触构造的来源是构形空间的接触元素 
之流形 # 

«维光滑流形在某一点的接触元素是一个在该点切于此流形 
的（《-1)维平面（即该点的 n 维切空间的一个 < rr - l ) 维子 
空间）. 

«维流形的一切接触元素之集有一个很自然的 2 n ~ l 维光滑 
流形构造.还发现在这个奇数维流形上有一个有趣的附加的“接 
触构造”(下面再讲). 

«维黎曼流形的接触元素流形与这个 n 维黎曼流形的单位切 
矢量的 <2 n -1) 维流形（亦即质点在其上作惯性运动时的等能 t 
集所成的（2«-1)维流形）密切相关.这些 （2 n - l > 维流形上 
的接触构造与该点的2«维相空间（即原黎曼流形的余切丛）上的 
辛构造密切相关. 

A 接触构造的定义 

定义流形上的接 触构迻 即满足后面讲的非蜕化条件的光滑切趦: 
平面场 

为了叙述这个条件，我们看一看一般的 W 维流形一点附近的 
超平面场是什么样子. 

例令# = 2.这时流形就是一个曲面，超平面场就是直线场. 

①矢量空间的超平面就是低1维的子空间（亦 即一个不恒为零的线性函数之零 
点集）.切超平面即切空间的超 平面. 
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在一点附近这样一个场总可以很简单地做出来，即对一平面上的 
平行直线族的切线场.准确些说，常微分方程局部理论的基本结 
果之一就是，流形上的任意光滑切线场在流形的任一点的充分小 
邻域中都可用微分同胚变为欧氐空间的平行直线族的切 线场. 

若 N >2, 超平面不再是直线，问题变得复杂得多.例如三 
:维 空间中的绝大多数二维切平面场都不能微分同胚地映到平行平 
面场上.理由在于存在着不可能找到“积分曲面”的切平面场， 
-即不存在在每一点都具有指定切平面的曲面. 

对于超平面场，接触构造定义中的非蛻化条件就是这样的约 
定：超平面场必须最大可能地远离于一个超平面族的切面场•为 
了度量这个偏离并且确信存在着没有积分超曲面的场，我们必须 
给出一些作法和计算①. 

B 弗洛比尼乌斯可积性条件 

我们将考虑 iV 维流形上的一点并作过此点而且处处切于一个 
e 给的 ( N - i ) 维平面场的曲面（积分曲面). 

为此我们引入映到此点一邻域上的坐标系使在这点上有一个 
坐标曲面切于场中的一个平面.我们称此平面为水平平面，而不 
在其上的坐标轴为铅直轴 • 

积分曲面的作法. 一 "个 积分 曲面，如果它存在，将是 一 *个 
JV -1 变元的函数在原点附近的图象. 为了作 出它，我们可在水 
平平面上取一光滑 路径. 沿此路径的铅直轴构成一个二维曲面 
(柱面)；我们的平面场与它相截于一切线场 • 我们要求的积分曲 
面如果存在， PK 与此柱面相交于一通过原点的积分曲线 • 不论积 
分曲面是否存在，这积分曲线总是存在的.这样沿水平平面上的 
光滑曲线移动就可以作出其上的积分曲面 • 

①以下我们将略去“超”这个字头.如果愿意，可以设我们是在讨论三 维空间 • 
从而超曲面就是一个普通的曲面_高维情況和三 维情况 是类似的* 
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为了从所有的积分曲线得出光滑的积分曲面，需要我们作出 
的结果只与路径的端点有关而与路径无关.特别是沿水平平面原: 
点附近的闭路径一周，沿柱面的积分曲线应该封闭. 

很容易作出平面场的例子使上述积分曲线不封闭，因而积分 
曲面不会存在.这种平面场称 为不可 积的. 

不可积平面场之例. 为了要给出一个平面场并且从数值上 
量度它对于上述封闭性的偏离，我们引入以下的记号.我们首先 
注意，超平面场可以局部地用一个 1- 微分形式表示.事实上，一 
个切平面定义一个 1- 形式（最多相差一个非零因子）.选定常数因 
子使得此形式在铅直轴的基底向量上之值为1 . 

这个条件在原点的某个邻域中是可以满足的，因为场在原点 
之平面并不包含铅直方向，这一条件唯一地决定此形式（已给平 
面场）. 

在通常的三维空间中没有积分曲面的平面场例如可由以下 
1 -微分形式给出 ' 

G) = xdy + dz ， 

是水平 坐标， r 是铅直坐标.这个平面场不可积的证明将在以 
下给出. 

量度不可积性的2-形式的作法 利用给 
出场的微分形式即可量度不可积的程度.这 
可按下述作法来做（图 23 S ). 

考虑从原点发出的位于我们的坐标系的 

水平平面上的一对矢量.以它们为棱作平行 
四边形.我们得到从原点到相对顶点的两条图 236 对不可积乎面场； 

路径. 在每个路径上各可作出积分曲线 〈各 
有两段）如图.结果在相对顶点上方一般有两个不同点.它们的 
高之差是这一对矢量的函数.它是斜对称的，而且若有一矢量为 
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零它的值也是零.所以这函数的泰勒级数的线性部分在原点为 
零， 而二次部分是水平平面上的斜对称双线性形式. 

若场是可积的，则此2_形式为零.所以这个2-形式可以看成 
是这个场的不可积性的度量. 

这个 2 -形式是追当定义的. 我们是借助坐标来作 出这个 2-形 
式的. 然而， 它在一对切矢量上的值并不依赖于坐标系，而只依 
赖于给出场的 1- 形式. 

为了确信这一点，只需证明以下的 
定理 以上定义的2-形式即 1- 形式 0) 在其零空间上的外导数： 

证我们要证明沿平行四边形的边的两个运动所得之点的髙之差即 1- 形式; 
©在平 行四边形的四边上的积分，只相差一个关于边的三阶小量. 

为此我们注意，沿着从原点发出的长为《的路径，积分曲线高度上升之 
阶是因为在原点处场中的平面是水平的 • 因此 2-形式在平行四边形 
四边上方的由水平平面和积分曲线所界的铅直面上的积分之阶是#，如果边 
长之阶为〜 

形式《沿积分曲线之积分为零.故由斯托克斯公式，沿着平行四边形之 
边上方的积分曲线，髙度的上升等于 1- 形式®在此边上的积分，而最多相差 
一个 P 阶的量. 

于是由外导数的定义即得定理之证 * n 

用来作出上述2-形式时所用的 1- 形式的选取法仍有一些任 
意性.具体说，由平面场定义《时相差一个恒不为零的函数因子 
f • 换言之，也可从 开始. 这样我们就会得出2-形式 

dfcd = fdco + df /\ co , 

在我们的平面上，它与 rfo ) 相差非零常数因子/(0). 

这样，在场中平面上所作的2_形式 do 除了相差一个非零常 

数因子外，是不变地定义的》 
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平面场可积性的条件 

定理若一超平面场可积， 则以 上作的2-形式在场中的平面 
上为零.反之，若所作的2-形式在场中每一平面上均为零，则此 
场可积. 

鲁 

证 定理的第一个结论由 2 -形式的作法是清楚 的. 第 二个结 论的证 法与前 
面证明速度场之波阿松括弧为零时相流可交换的推理完全一样 • 我 们可以 
简单地引述这个可交换性，并把它应用到水平平面的坐标方向上方的积分 
曲线. 

定理 平面场的可积 条件： 

0) 二0时 cfct ) = 0 

等价于弗洛比尼乌斯 条件： 

co/\dco = 0 . 

证 考虑上述3-形式在任意三个不同的坐标矢量上之值 • 这些矢畺中只有 
一个可能是铅直的.所以出现在三个矢量的外积之值的定义中之各项，只 
有一个非零：即®在铅直矢量上之值与在一对 水平矢 量上的值的积 •若 
此形式所给的场是可积的，则第二个因子为零，而我们的3-形式在任意三 
个矢量上为零 • 

反之，若此3-形式在任意矢量上为零，则取任意三个坐标矢量，其中之 
一是铅直的，另外两个是水平的，它在其上之值也为零，但此3-形式在这三 
个坐标矢量上之值等于0在铅直矢量上之值与 do 在一对水平矢董上之值的 
积.第一个因子不为零故后一因子必为零，即 c /® 在场中的平面上为零 • □ 

C 非蜕化超平面场 

定义超平面场称为 在一点是非蚝化的， 若在场中过此点的平面 
上，2-形式的秩等于平面的维数. 

这意味着对此平面上任一非零矢量，必可在平面内找到另一 
矢量，使2-形式在这一对矢量上不为零. 

定义若一平面场在一流形之各点上非蛻化，就说 它在流形上非 

漱化 • 
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注意，在偶数维流形上不会有非税化超平面场；在这祥的流 

形上超平面是奇数维的，而在奇数维空间上每个斜对称双线性形 

式之秩均小于空间维数（参见节 44). 

奇数维流形上确实存在非蛻化超平面场. 

例考虑一个 2 m + 1维欧氐空间，其坐标为和= 是维 

空间的矢量而2是数 ）. 1-形式 

& - xd y + dz 

定义一个超平面场.场中过原点的平面方程为取 X 和 y 
为此超平面上的坐标，因此在场中的这个平面上可将我们的2 -形 
式写作 

da> | = dsc/\dy = dx^/Kdyi + + dsc m f\dy^. 

这形式的秩是 2 m ， 所以我们的场在原点非说化，故在原点 
附近也如此（事实上这个场的整个空间上都是非蜕化的). 

我们现在可以最后给出接触构造的定义了 * 流形上的接触构 
造就是一个非蜕化切超平 面场， 

D 接触元素流形 

“接触构造”这个词来自以下事实 t 一 个光滑《维流形的搂 
触元素的流形上总有这种构造_ 

定义在某点切于一个《维流形的超平面（》-1维）称为接觖 
元素，此点称为接触点_ 

n 维流形的一切接触元素之集合具有一个2«-1维光滑流形 
的构造. 


事实上，具有固定接触点的接触元素之集即》维矢量空间的一切（》-1> 
.子空间的集，亦即《 - 1维射影空间 • 因此要给出一个接触元素，我们需给 
出接触点的《个坐标和在(«-1)维射影空间中定义一点的个坐标一 
共个坐标. 

”维流 形的一切接触元素之流形是一个纤维丛，底空间是此 
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涴形， 纤维是 《-1 维射影空间. 

定理 接触元素丛即余切丛的射 影化： 可以从余切丛中将每个 fl 
雄 余切空问变为 («"1) 维射影空间（其点即余切空间中过原点 
之直线）而得. 

HE 接触元素是由切空间上的卜形式给出的，而此元素即该形式的零值 
集.这个形式不为零而只定义到相差一个非零因子.但切空间上的形式即 
余切空间的一个矢量.所以切空间上一个定义到相差一个非零因子的非零 
形式即余切空间的一个非零矢量，也只定义到相差一个非零因子，亦即射 
影化余切空间的一点. 1 

接 触元素 流形上的接触构造. 在接触元素流形的切空 间中有 
一 特定超平面，称为接触超平面，定义如下. 

在《维流形的 （2 n - l ) 维接触元素流形中固定 一点. 我们 
可以视它为原 〃维 流形的(«-1)维切平面. 

定义 在接触元素流形 的一个 定点处的切矢量属于 接触超平面， 
如果它到《维流形上的投影位于该(«-1)维平面（即接触元素 
;流形之定点）内_ 

换言之， 一 接触元素的位移属于接触超平面，如果接触点的 
速度不论此元素怎样变动均在此接触元素内， 

例取 n 维流形的某个子流形以及所有切于它的 （《-1) 维平面 
(即接触元素）.所有这些接触元素构成接触元素的 （2«-1) 维 
流形的光滑子流形.这个子流形的维数是〃-1，不论原来子流形 
的维数是多少（可以也是1维的，也可以维数较少甚至是曲 
线或点). 

接触元素的 （2 n - l > 维流形的这个 ( n -1) 维子流形在其 
所有点上都切于接触超平面场（根椐接触超平面之定义）.所以 
(2 n -2 ) 维接触超平面场有一 («-1)维积分流形 • 

拥题这个平面场有无维数较高的积分流形？ 
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答 没有. 

问遛 可不可以用接触元素流形上的 1- 微分形式给出接触超平面场？ 

答不可能，甚至原来的《 维流 形是一个欧氐空间（例如通常的2维平面） 
也不行. 

我们下面要证明一个《维流形的接触元素所成的（2«- 1) 
维流形的接触超平面场是非蜕化的.证明要用到余切丛的辛构 
造.接触元素流形可用一简单方法与余切丛空间（其射影化就是 
接触元素流形）联系起来.此外射影化丛的接触平面场的非蛻化 
性又与给出余切丛以辛构造的2-形式的非蛻化性密切相关. 

我们提到的作法将在后面更广泛一些的情况下作出.具体说 
来，对于任意具有接触构造的奇数维流形我们可以作出它的“辛 
化”——髙一维的辛流形.这两个流形——奇数维接触流形和偶数 
维辛流形——的相互关系，和具有接触钩造的接触元素流形以及 
具有辛构造的余切丛之间的关系是一样的. 

E 接触流形的辛化 

考虑任•意的接蝕流形，即一个奇数 7 V 维的具有非蜕化（偶数 
W -1 维）切超平面场的流形.我们称这些平 面为接触平面 .每 
个接触平面在一点， 接触点， 切于接触流形. 

定义接触 形式就 是流形在接触点处的切空间上的线性形式，其 
零值集即接触平面， 

应该强调，接触形 武并不 是一个微分形式而只是在一个切空 
间上的代数线性形式. 

定义接触流形 的辛化 即其上一切接触形式的集，它具布以下定 
义的辛构造， 

我们首先要注意，接触流形上的一切接触形式之集有一个自 
然的偶数 iV +1 维光滑流形构造.具体地说，我们可以把所有接 
触形式的集看作原接触流形的一个丛的 空间. 到底空间的投影就 
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是把接触形式射到接触点的映射. 

这个丛的纤维就是具有公共接触点的接触形式之集.所有这 
些形式可以乘以非零的数而互相得出〈这样它们才定义同一个接 
触平面）.所以丛的纤维是一 维的： 它是直线除去一点. 

我们也要注意非零实数群以乘法运算作用在一切接触形式之 
流形上，即是说，一个接触形式和一个非零数之积仍是一个接触 
元素.这样，群作用在此丛上并使纤维不变（当接触形式乘以常 
数时，接触点不变). 

注 迄今没有用到平面场的非说化性.它只在保证辛化所得 
流形为辛流形时需要. 

例考虑 n 维光滑流形的一切接触元素所成的（2«-1维)流形. 
在接触元素流形上有一超平面场（前面定义并称为接触超平面）_、 
因此我们可以辛化接触元素流形. 

辛化的结果得到一个维流形.它是原《维流形的余切丛空 
间除去零矢量.非零实数群以乘法作用在纤 维上就 归结为用非零 
数去乘余切空间中的矢量. 

在余切丛上有一个特殊的 1- 形式 “ pdq ”. 在由接触流形辛化 
而得的任意流形上也有一个类似的 1- 形式， 

辛化空间上的典則 1- 形式 
定义接触流形的辛化空间上的典 
则 1_ 形式 是一个1 _ 微分 形式 a ， 它 
在切辛化空间于某点 A 的矢量 R 图 
237) 上之值定义如下:视^为接触流 
形之切空间上的 1- 形 式巧为 辛化空 
间到接触流形上的投影，于是定义 

a Cf) = 

定理接触流形的辛化空间上的典则 It 形式的外导数是一个非故 
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化 2 -形式. 

系接触流形的辛化空间上有一个辛构迻，它由该奇数维流形的 
接触构造所典则地（即唯一而无任意性地）决定. 


定理的证明 因为定理的论断是局部性的，只需在一点的小邻域上证明就 
行了： 在接触流形一点的小邻域中，可由接触流形上的一个微分形式《给 


出一个接触平面场 • 我们固定一个 1- 形式 


我们可以用同样的记号表示接触流形在该邻域上的辛化空间，即该邻 


域 与去掉一点的直线的 直积. 具体说，对于 


x 是接触流形上 一 


点， A 是 非零数一 有一接触形式由 x 点的切空间上的 1- 微分 形式; U 给出•于 


是在辛化空间的这一部分，我们定义了一个值不为零的函数夂需要强调， 
义只是 辛化流形的一个局部坐标，而且不是典则定义的：它依赖于《的选 


取. 典则 1- 形式 a 用我们的记号可以写作 

a = Xrc*co 


而与的选取无关.于是典则 1- 形式 a 的外导数为 

我们要证明 2 -形式 £/« 非蛻化，即对辛化空间的任一切矢量 I ，可以找 
到矢量?7使7?)^=0.我们在以下类型的切于辛化空间的矢量中 来找〜 
若！切于纤维， = 我们称它是 铅直的 • 若 S 切于2的等值面，即 

JA (|) = 0, 我们称它为 水平的 .若 J 在接触流形上的投影在接触乎面内，即 
^>(^.1) - 0 (换言之， a (|) = 0)， 我们 就称 I 为接触矢量 • 

我们来计算形式 da 在一对矢量上的值： 

da(i f ??) = 八冗 *0)( 荃， 7) + (A?r* Jc»)(|, 17), 

设 S 不是接触矢量 • 取为非零铅直矢量： a *7 = 0,于是第二项为零而第一 
项等于 

- J 又 （77)0)(苽*!)， 

因为 r ? 是非零铅直矢量而 S 不是接触矢量故它不为零 • 故当 I 不是接触矢量 
肘已经找到了 U 使心(左， ^)^0. 

今设 I 是接触矢量但非铅直的*则可取7为任意接触矢量，这时第一 
项为零，而和即第二项，化为 Ac / a > Orj , 1*7/) •因为 I 不是铅直的，故矢 
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量 v j 在接触乎面内而不为零.但2-形式在接触平面内是非蛻化的 （由 
接触构造的 定义〉 •所以存在一个接触矢量 n 使 C / OK & I ， LT ?) 尹0, 因为 
A ^ O , 我们就找到了一个矢量??使 c ^( Lr ?)#0. 

最后，若 S 是非零的铅直矢量，取??为任意的非接触矢量 即可. □ 

注1_形式《和2-形式的作法适用于任意的具有超平而场 
的流形而与非蛻化条件无关.然而2-形式只在超平面场非蜕, 
化时才定义一个辛构造. 

证 设场是蛻化的，即在场中一乎面上存在非零矢量 V 使对该乎面中一切 

矢董 Ac / oKf ， r?O = 0. 对于这种作为<的线 性函数 ，是 

一个在场中此平面上恒为零的线性形式.所以存在一个不依赖于 V 的数 M 使: 

对切空间中的一切矢量7/有 

dcoQ% r? 7 ) - aW), 

现在取 S 为辛化流形的切矢量使 rr j 这矢量 I 可以加一个待定的 

铅直矢量项，我们要证明，适当取这一项就会有 

daQ 9 t ?) = 0对一切/?成立 • 

cftf 之公式的第一项等于 d ； i ( i ) coOr . V ) (因为 aOr ,1)=0) •第二项等于 

= 选！的铅直 分量使 d 又 (！>= ' A //. 这样！ 

将是斜正交 于所有 /? 的. 

于是， 若 是一辛构造，则相关的超平面是一个接触构造. □ 

系接触超平面场在任意光滑流形的所有接触元素的流形上定义 
一 个接触构造， 

证利用《维光滑流形上的（2«-2)维接触平面场作出的所有 
接触元素成为一个 （2 n - 1>维流形，根据其作法，它的辛化是 
该《维流形的佘切丛空间除去零佘切矢量.辛化空间上的典则 
形式《就是余切丛上过去记为的 1- 形式，它在哈密尔顿力 
学中是基本的（见节 37) .所以它的外导数 c / a 就是定义相空间的 
通常的辛构造的形式所以形式 rfa 是非说化的，而由前 
面的注知，接触超平面场 是非蜕 化的. a 
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F 接 触微分同胚和 矢置场 

定义一个接触流形到其自身的微分同胚称为接触微 分同胚 ，如 
果它保持接触构造，即变超平面场的所给构造中的每个平面为同 
一 场中的平面. 

例考虑一个〃维光滑流形的接触元素的 （2 n - l ) 维流形以及 
其通常的接触构造.每个接触元素把原 n 维流形的切空间分成两 
半，选定一半称为“正侧”. 

我们称定了侧的接触元素为（横截） 有向接触元素 # 

«维流形的有向接触元素构成一个(2«-1)维光滑流形并有自 
然的接触构造（它是通常的未定向接触元素之流形的二重覆盖) # 
现在设原来的 n 维流形上给了黎曼度量.于是在定向接触¥ 
素的流形上有“测地流”.①这个流在时间 f 以后所成的变换定义 
如下.我们从接触元素的接触点沿着正交于此元素的测地线向正 
侧方向往外走.在/时间内我们都是将接触点沿测地线移动并使 
此元素正交于测地线.在时间 （后 就得到了新的有向元素，这样 
我们定义了有向接触元素的测 j 地流. 

定理有向接触无素的測地流由接触歡分同胚构成. 

这里不给出证明了，因为它只不过是惠更斯原理用新的术语 
来重述（参看节4 6). 

定义接触流形上的矢量场称为接触矢量场，如果它是接触微分 
同胚的单参数（局部）群的速度场. 

定埋 接触矢量场的波阿松括弧仍是接触矢量场.接触矢量场构: 
成接触流形上一切光滑失量场的李代数之子代数. 

证明由定义直接可得. 

G 接触微分同胚和接触 矢量场 的辛化 


①严格地说，我们需要黎曼流形是完全的，即測地线可以无限地拓展 • 
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对接触流形的每一个接触微分同胚，都有其辛化流形的一个 
典则池作出的辛微分同胚.这个辛微分同胚与辛化流形上 非零实 
数群的乘法作用可换， 并可 按下述 作法来 定义. 

回忆一下，辛化流形上的一点就 是原壤 蝕流形上的一个接触 
形式. 

定义接触点为 X 的接触形式 P 在接触流形到 其自身的接触微分 
同胚 /作用下的象就 是形式 

fip= 

用简单的话讲 就是： 把形式 P 从 X 的切空间用微分同胚/ 
(它在 X 点的导数定义了 X 与 /( 幻处切空间的同构）搬到/〔幻 
的切空间上.因为/是接触微分同胚，所以仍是接触形式 • 
定理 以上定义的接触流形之辛化空间到其自身的映射入是一个 
辛微分同胚，而且与非零实敫群的乘法作用可換，并保持辛化空 
间上的典则 1- 形式. 

-证这定理的结论由以下事实可得：典则 1- 形式、辛2-形式与非零实数群 
的作用都是由接触构造自己决定的（作它们时并没有用到坐标与非不变的 
工具〉 ，而微分同胚/则保持接触 构造. 由此可知/!保持所有应用接触构造不 
变地做出来的对象，其中 就有： i 〜形式 a ， 其导数以及群的 作稆. □ 

定理接 触流形的辛化流形的每一个与乘法群的作用可换的辛微 
分同胚都 （1) 作为接触微分同胚而投影在原接触流形上； （2) 保持 
典则1_形式乂 

怔每个与乘法群的作用可换的微分同胚都投影为接触流形的微分同胚 • 
为证明它是接触微分同胚，只需证明定理的后一论断（因为只有使 
.的矢量才投影到接触平面 上）. 

为证明 第二个论断， 我们把《沿任一路径 Y 的积分用辛构 造^«来表示 * 



a — Hm 

^ 0 J J C 


da f 


龙里2维链 cKO 是由 V 乘以区间中的一切数而得_ a •的边缘除 v 外还 
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有两个铅直区间以及珞径 e V . «在铅直区间上积分为零，而在上的积分 
Ms 趋 于零. 

由2-形式的不变性及微分同胚 F 与乘法群作用的可换性即知对任意 

路径 V 有 



因此微分同胚 F 保持〗-形式 a . Q 

定义 接触失量场的辛 化由以下作法 定义： 把这个场看作接触微 
分同胚的单参数群的速度场.辛化这些微分同胚.考虑所得辛微 
分同胚的单参数群之速度场，它称为原矢量场的辛化. 

定理接触失量场的辛化是一个哈密尔顿矢量场.可以选取哈密 
尔顿函数使它在非零实数的乘法群作用下是一次齐 性的： 

//( 入欠 ） = x//o). 

反之， 辛化 接触流形上的每一个哈密尔顿场，若其哈密尔顿函数 
是一次齐性的，都可以投影到接触流形上成为一个接触矢量场. 
证接触微分同胚的辛化为辛微分同胚这一事实导出接触场的辛 
化为哈密尔顿场.哈密尔顿函数的齐性可由辛微分同胚的齐性 
(来自它与乘以 X 的可换性） 导出. 因此定理的第一个论断可由 
接触微分同胚的辛化之定理 得出. 

系失量场的辛化是接触矢量场的李代数到所有局部哈密尔顿矢 
量场（但其哈密尔顿函数是1次齐性的）的李代数的同构* 

证明是明显的. 

H 接触构 造的达布定理 

达布定理是关于接触构造的局部唯一性定理.它可以用以下 
三种方式的任一种来表述 • 

定理所有同维数的接触流形都是局部接触微分同胚的（即是 
说，一个接触流形之任一点的充分小邻域必可微分同胚地映到另 
一同维接触流形之任一点的一个邻域上，且把前者的指定点变为 









后者的指定点.把前一邻域的平面场变成后一邻域的平面场）. 
定理 每个 2 w - 1维接触流形均局部接触微分同胚 于州维 空间的 
接 触元素流形. 

定理 每个定义 2«+1 维流形 的非竓化超平面场的 卜微分形式都 
可在 某个局部坐柄:十写为 

ay = xdy + dz f 

这里夂 = 0^ ，…， 欠„)，夕= ( yi ，•••，"•）和 2 是局部坐标 • 

很清楚，前两个定理可以由第三个 得出. 我们将从辛构造的 
2 - 形式的标准形式的类似的达布定理（参看节 43 )得出它 • 

达布定理 的证明将流形辛化 • 在新的（ 2 » + 2 ) 维辛流形上有 典则卜 形式 
«，非蛻化2-形式到原接触流形上的投影兀和每点一个铅直方向. 

在接触流形上给的卜形式0在每点上定义一个接触形式 • 它们构成辛 
流形的 （2« t 1) 维子流形.投影兀将此子流形微分同胚地映到原接触流 
形， 而铅直方向与此子流形交角不 为零. 

在刚才作的曲面上（在辛流形内）取一点使在我们关心的接 触流# 之 
点 上方.我们可在辛流形该点附近取一局部坐标系使 

da - dp Q hdq Q + +, dpnl\dgmf 

而且坐标平面 Pg = 0与 （2 k + 1) 维流形重合（参看节43,那里在证明辛达 
布定理时第一个坐标可以任意选取）. 

现在我们注意，】-形式夕 〆 … * 的导数是 c ? ot ， 于是局部地 

有 

a ~ p 0 dq 0 + pidq 1 + *^ + p » dq n + dtv , 
w 是一个函数而在原点可取 为零. 特别是，在曲面上，《之形状为 

^ |p 0 = o = Pidq! + -T pndq n +Ju?. 

用投影可以把坐标九 ，…, •” ，… 和函数 w 搬到接触流形 

上去*准确些说，可以用公式 

Xi iszA ) = Pi ( A ), y i { nA ) - q # ( A ) ? z ( jtA ) = w ( A ) 

来定义函数 X ，>和心」是曲面夕 a =0 上一点 > 
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于是我们得到 


CD = xdy + dz ， 

余下的只是要验证（々，“ •，: V ，； yi ，…， 2) 构成坐标系.为此只需验证 
w 对 W 的偏导数不为零，换言之即验证 1- 形式《在坐标方向 g 。 的矢量上不 
为零.后者等价于2 -形式 cfflE 在下面的一对矢量上不 为零： ^方向的基底矢 
量和铅直矢量. 

但坐标方向…的矢量斜正交于坐标平面 P 。 = 0上的一切矢是.若它也斜 
正交于铅直矢量，则它将斜正交于一切矢量，这与之非说化性 矛盾. 

于是而定理证毕. 匚 

3 Qo 

I 接触哈密尔顿函数 

设一接触流形的接触构造是由 1- 微分形式0>给出的，而且此 
形式是固定的. 

定义接触流形在其辛化中的《-嵌入即一映射，将接触流形的 
点映为 0) 在此点切平面上的限制. 

定义具有固定1_形式 0) 的接触流形上的接触矢量场的接触哈密 

尔顿兩数就是此流形上的一个函数 X ，它在每点的值即此场的辛 

化之齐性哈密尔顿函数 H 在此点的 0) 嵌入的象上之值： 

KiA) = H«). 

定理具有给定 1- 形式的接触流形上的接触失量场尤的接触命 
麥尔顿函敫 K 等于形式 0) 在此接触失量场上的值： 

K=oKX). 

怔我们将要用到把通常的哈密尔顿函数在一路径上的增量表为矢量场与 
接触构造的式子（见节 48 B )_ 为此作经过辛化上的 B 点之铅直区间 US >， 0< 
A <1, 我们正是要在 S 点计算哈密尔顿 函数.这个区 间在场 X 的辛化流作用. 
下 在一小段时间 t 内的移动盖 满一个 2维区坺 a ( r ) •哈密尔顿函数在 B 点抢 
值等于极限 

H (i>) = lirnr -1 11 da 9 

d J J 







闼为当 A +0 时但形式扣在此区域上的积分等于 1- 形式《在由 
B 之轨迹所成的边上的积分（边缘其他部分上积 分为零 ）* 因此这个二重积 
分就是 1- 艰式 a 沿 轨迹区 间上的积分，而其极限即 a 在辛化场的速度矢量 F 
上 之值. 于是尺(兀5) = 二 a ( F ) = mCX ) 9 是所求证， □ 

J 计算公式 

现在设用达布定理中的坐标，而公有标准形式 

o> - xdy x~ isc 19 *^ 9 x n ') 3 y = ***>^,). 

问题求具有给定接触哈密尔顿函数 = 的接触场的 

分量. 

答接触流之方程形为 

^ = - iG +成 
、 z = K - scK 

解法辛化中的一点可由 2 n +2 个数心， 3 ^， 2 与 A 给出， （ x , y ， d 是搂 
触流形中点的坐标， A 是必须用以乘 o 才能得到辛化空间中已知点的数 • 

在这些坐标中； = 故在坐标 p , Q 中，这里 

P = (Pj Pi> P- p 0 =A 

形式 《 取标准形 

a-pdq da^ dpkdq^ 

乘法群的作用现在化为用一数去乘 P : 

T ^ Cp, q) = (Mp,«). 

接触哈密尔顿函数尺可以用通常哈密尔顿函数付 * H ( p , q ， p Q ， qO 表示为 

K(x ， y f 2^ = H{x 9 y 9 l 9 z). 

函数 H 对 p 是一次齐 性的. 因此尺在点的偏导数与 H 在点 = 
^ 9 Pq - i»g = z ') 的偏导数间有 

H , 二 K” H 90 = JC„ 

H , 二 K ” H ,^ K - xK 9 
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这样的关系式.因此以 H 为哈密尔顿函数的哈密尔顿方程组在所考虑的点 
上的形状是 

• » 

x^xX- - K 99 A* -Km 

y = K M9 j - K~ xK my 

由此即可得以上答案. 

问题求具有接触哈密尔顿函数 瓦和尤 /的两个接触场的波阿松 


括弧的接触哈 密尔顿函数. 

答 OC ， K ，：> + K . EK ' — K ， EK ， 圆括孤表示对变量 x 和 y 
的波阿松括弧， E 是欧拉算子： EF = F - xF Xt 

解法用上题解法的记号，我们必须把齐性哈密尔顿函敷籽， H / 在点 
< P - x f p Q ^u q = y 9 go = ^> 处的通常的波阿松括 3 t 用接油哈密尔 顿函数 
K 和 K / 表示出来.我们有 


Oi ， H> P H\ 

= H U H、- 

将前题中的偏导数值代入，即知在所讨论的点上 

{H,H^ = K 9 K i 9 -K it K , f + 


K 勒让德流形 

辛相空间的拉格朗日子流形对应于接触情况的一类有趣的流 
形，称为勒让德流形， 因为它 们和勒让德变换密切相关. 

定义（2«+1)维接触流形的勒让德子流形就是接触平面场的 n 
维积分流形. 

换言之它是非蛻化平面场的维数最高的积分流形， 

例1切于⑺维流形的一个任意维子流形的所有接触元素之集是 
一切接触元素之 (2 m - 1) 维的流形的 ( m -1) 维勒让德子流 

形. 

例2设在坐标为 ( X L ，… ，次， f ) 的 (« + 1) 维欧 氏空间 中有函 
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数 / = < p ( x )， 作切于其图象的所有平面，又作图象所在空 间的一 
切非铅直超平面元素，而成一个 （2 n + l ) 维空间，上述图象的 
切平面之集是其勒让德子流形（接触构造由以下 1- 形式 

a) = pidx! + + p n dsc n — df 

给出. 坐标为 （ AAT ，/) 的元素平行于平面/ = …+休〜而 

经过点(欠， /)). 

勒让德变换可以用它们表示 如下： 

考虑另一个坐标为的（2« + 1)维接触空间，其 
接触构造由下式给出 

S = pdX-dF. 

勒让德对合就 是一个 映射，它 把第一空间中坐标为(/>，心/) 

之点，变为第二空间之点 

P = x ， X ~ pj F 二 px - f • 

很容易算出，勒让德对合把第一个接触构造变成第二个 * 很 
情楚，我们有 

定理若一个接触流形到另一个接触流形上的微分同胚变接触平 
面为接触平面，则也把勒让德流形变为勒让德流形 - 

特别是，在勒让德对合下切于函数图象的平面元素所成的勒 
让德流形变成新的勒让德流形 * 新流形称 为原流形的勒让德变 

换， 

新流形在坐标为 iX ， F ) 的空间(平行于戶方向）的投影一般 
不是光滑流形而有 奇性. 这个 投影称 为函数 史的图 象的勒让德变 

换. 

若函数史为凸，投影本身也是一个函数尸=少(尤）的图象 • 
这时 少称为 兩数炉的勒让德变换. 

另一个例子是，考虑有向接触元素在黎曼流形 的测地 流作用 
下的运动.我们以这黎曼流 形的某 个光滑子流形（维数任意）作 
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为“初始波前”.切于此子流形的有向接触元素在所有接触元素的 
空间中构成一个勒让德流形.由前之定理有 
系切于一个波前的元素之族在測地流作用下经时间（被变化为 
所有接触元素空间的一个勒让德流形. 

应该要注意，这个新勒让德流形可能不是切于某光潸流形的 

所有元素的族，因为波前可能产生奇性. 

这样产生的勒 让德奇性可以 用类似于描述拉格朗曰奇性（见 
附录 12) 的方法去 插述. 一个 （2 n + l ) 维接触流形的勒 让德纤 
维化是 纤维为《维勒让德流形的纤维化. 勒让德奇 性就是（2« + 
1) 维接触流形的一个《维勒让德子流形到勒让德纤维化的 (《 + 1) 
维底空间上投影的奇性， 

考虑具有 a = xdy ^ dz 所给出的接触构造的空间 R 2 " +1 ， 欠= 

(欠 ! ，…， a ) ， 夕 = ( y ! ， …， >0•投影 （欠 ，夕， 之） 给 出了一 

个勒让德纤维化. 

勒让德纤维化的等价就是纤维化全空间的一个微分同胚而将 
第一个丛的接触构造与纤维变为第二个丛的接触构造与纤维•可 
以证明，每一个勒让德丛在丛空间每点附近均等价于上面作出来 
的特殊的丛. 

纤维化全空间的接触构造给纤维以射影空间的局部构造.勒 
让德等价保持这个构造，即定义了局部的纤维之间的射影变换. 
以下的定理使我们能用生成函数来局部地描述勒让德子流形 

和映射. 

定理将指标集 （1, …， 《) 任意分划为两个不相交子集 J +八 
用” 个变量义“…乂八/^/的任意兩数义欠”:^乂则 

3S ^ C ^ 

^ docj ^yj 

定义 f + i 的一个勒让德子流形.反之> 的每个勒让德子 
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流形在每一点附近都可以用至少一秤 / (共有 2" 种可能的 /) 按以 
上公式来定义. 

证明基于这样一个事实，即在一个勒让德流形上 + = 

0，从而欠』力）=夕^沿―欠/力. □ 

在以上 k 理的公式中，可以把5 •代 以附录12中所列举的简单 
拉格朗日奇性.我们就会得到勒让德奇性而为勒让德映射（％ A 

的小变形所保持（即在函数 S •有 小变形时仍被变为等 
价的奇性）.当《<6时，每个■让德映射都可用一个映射去逼近， 
而此映射的奇性都局部地等价于与 
A 之奇性. 

特别是我们可得出在维数小于7的空间中处于一般位置的波 
前的奇性的表. 

在通常的三维空间由，这个表是 

A 1： $=±5^， A 2： S = A %x $=±5^ 屮 

I = {1}. / = {2} 而》= 2. 

这里指出的勒让德流形到勒让德丛的底空间的投影（即到坐 
标为 h ， y 2 , 2的空间的投影）是：在鸿时是一个简单点，时是 
尖点边缘，為时是“燕尾”(参见图 246). 

所以在三维空 间中， 一般位置的波前只会以尖点和燕尾为奇 
点，在波前运动的个别的时刻，我们可以看到3 4 ,乃7和 m 三种 
类型之间的转换（参见附录12,那里画出了波前运动中由奇性所 
生成的聚焦面）. 

问题 1在平面 椭圆每一个内法线上取一段 长为丨 的 区间. 画出所得曲线并 
研究其奇性以及当〖 变 化时的转换. 

问題 2对三维空 间的三轴椭球作同样 的事. 

L 接触化 

除了接触流形的辛化外，还有辛构造上同调于零的辛流形的 
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接触化. 

辛流形 （ M ' d ) 的接触化 £^ +1 就是作 M 2 •上以 R 为纤维 
的空间.令 U 是 M 中 x 点的充分小邻域而在 LT 上有典则坐标系 
P，<J 使 o) = dp[\dq. 考虑直积 C/x R 其坐标为户， < 7 , 之，令 ZxR 是 

在另一个（或即同一个）邻域 F 上作的同样直积，坐标为 P ， Q ， 
dphdQ ^ co , 若 C / 与 F 在 ikf 2 " 上相交，则我们把交点处的有 
两种表示的纤维看成等同的，而形式心+ pdq = dZ + pdQ = a 定 
义在整个交集上（这是可能的因为在 C / flZ 上 pdC ?- 夕 rfg 是全微 
分). 

容易验证，这样把小邻域粘起来后就得到上的丛而 
a 在上定义一个接触构造.流形五 2 …称为辛流形 M 2 •的接 
触化 * 若 W 的上同调类是整数，則可以定义以义为纤维故接触 

化， 

M —阶偏微分方程的求积 

令为接触流形，五 2 •为其中超曲面.的接触构造 
在£上定义某个几何构造——特别是所谓特征方向场.分析这个 
几何构造就可将求解一般的一阶非线性偏微分方程化为求积一个 
常微分方程组. 

我们设流形五在各点均横截于接触平面.这时丑 2 "各点的 
切平面与接触平面之交的维数为2«- 1，于是在上有一超平面 
场.此外 M 2 ”+ i 的接触构造在上定义一个位于这些(2»-1) 
雄平面内的直线场. 

事实上，令 a 为在 Afh + i 上局部给出接触构造的 1- 形式；令 
co = da 而为欠 e ^ 2 » 处的接触 平面. 令少= 0为丑 2 ”的局部方程 
(从而在 X 点 少弄 0). C / 步到 R 21 * 的限制定义了 R 2 ” 上的一个线性 
形式. 2-形式 0) 给 R 2 " 以辛空间的构造，从而也给出 w 与其对偶 
鉑同构.非零 1- 形式 rf 0 l R 2 « 相应于 V 上的非零矢量 I ，使 
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dcpo )= oja . o , 矢量 4 称为流形五 2 "在^的特征 夫量， 它位于 
R 2 rt _^ 2 B 的切平面的交内， 故 d < P ( S 〉 = 0. 

矢量 S 并不能由流形五 2 R 和 M 上的接触构 造唯一地决定 ，而 
是相差一个非零数因子.事实上，正如 R 2 n 上的2-形式 o —样， 
上的 1- 形式也只定义到相差一个非零数因子* 

特征矢量的方向（即包含它的直线）由流形 E 在各点的接触 
构造唯一地决定.于是在接触流形犯的超曲面丑上有 特 征方向 
场.这个方向场的积分曲线称为特征. 

现在设在我们的超曲面五“中有一个（《-1)维子流形/， 
它是接触场的积分（于是/在每点的切平面包含在接触平面内）. 
定理若在7上一点 X 处五 2 "的特征不切于 J , 则在 AT 的一个邻域 
乍，过/上各点的五 2 *的特狂构成 M 2 n +1 的一个勒让德于流形 • 
证令 S 是上由特征矢量形成的矢量场.由同伦公式 C 见节 
36 G ), 在五 2 ”上有 

L £ a = di 4 a +i l da m 

但因特征矢量属于接触平面从而 G «=0. 所以在五> 上有 
L,a^i £ co. 但卜形式 Go 在五 2B 的切平面与接触平面之交上为零 
(因为在接触平面上=/少而在切平面上 d<P= 0 ). 故在五 4 •的 
切平面上*于是在超曲 面五上 

L | ~ cd • 

( C 是在％的邻域中光滑的函数). 

现令{ 〆 }是场^的（局部）相流，矢量切于五、记 = 
gir ]， y ( f ) = a ( 7 ( 0 .则函数 夕满足 线性微分方程 

at 

若 r /(0) 切于/， 则夕 (0) = a (7?(0)> = 0. 这意味着 7(0 

d . m 


m 
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a ( r ?( f )) = 0， 即 r ?( f ) 对一切〖位于接触平 面内. 故5^是接触玢 
的积分流形.故 对小的（,{ 〆 /} 构成的流形是勒让德流形. □ 
例 考虑坐标为欠1，•.•，％; pi ，〜， 的空间 R 2n+1 ， 且 I - 形式 I 
a = 定义一接触 构造. 函数 CP (^，/»， w ) 定义一个微分方 

程少（^加/办， w ) 二0及 R 2 * +1 的子流形£ =少 - K 0)( 称为 R ” 上的 
函数之 1- 节 ( jet ) 空间）. 

方程0 = 0的初始条件即在坐标为仏， …， a 的”维空间白5 

• I 

(«-1)维超曲面 r 上指定《之值 /• 

初始条件在厂上每点的1个独立方向上决定了》的导数. 
楢截于厂的方向上《之导数一般可由方程决定；若隐函数定理的: 
条件满足，则初始条件称为非特征的. 

非特征初始条件定义了形式《的一个 (« - D 维积分子流形 
I (即映射《 = /(0，^>=夕(0,父£厂的图象）.五上 与/相 交的待 

征构成 R a 〜 的勒让德子流形，即《== «(%)，夕=-之象.函数 

通 X 

u ( x ) 是方程 < P ( X . = 0以及初始条件 《lr = /的解 • 

注意，为了找岀函数心我们只需求 解五上 的特征的一组 
个一阶常微分方程，再作一系列“代数”运算 • 




391 ^ 



附录 5 具有对称性的动力系统 


由诺特定理，动力系统的单参数对称群决定首次积分.若 
一系统有较大的对称群，则有几个首次积分.这些首次积分的等 
值流形在相空间中之交是相流的不变流形.对称群的把这个不变 
锍形映到自身的子群作用在此流形上.在许多情况下我们可以考 
虑不变流形对此子群的商流形.它称为化约相空间，并有自然的 
辛构造.原来的哈密尔顿动力系统在化约相空间中诱导出一个哈 
密尔顿系统. 

相空间分划成等值流形的交一般会出现 奇点. 相平面之分划 
为等能曲线是一个例子^ 

我们将在这个附录中简要地讨论化约相空间中的动力系统及 

其与原空间的不变流形之关系*所有这些问题雅可比和庞加莱都 

研究过 （多体 问题中“结点的消去”，有对称性的方程组之“降 

价”， 刚体之 “恒定旋转 v 等等).使用当代术语的详细的叙述可在 
以下各文中找到 * S . Smale , [ 2 ]以及 J . Marsden and A , 

Wemstein , Cl ], 

A 李群的波阿松作用 

考虑一个辛流形并设李群 G 作为辛撖分同胚群 
作用其上.于是， G 的每个单参数子群作为局部哈密尔顿相流作 
用在 M 上.在许多重要情况下，这些流具有单值的哈密尔顿函 

数. 

例.设厂为光滑疏形，是厂上微分同胚的李群.因为微分同胚变厂上的 1- 
形式为 1- 形式. 故群也作用在余切丛 M =7^厂上 • 

回忆一下，在余切丛上恒有典则卜形式和自然的辛构造 
da m 群 G 在财上的作用是辛变换，因为它保持 a 从而也保持 cfcz . 
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G 的单参数子群 < 〆 > 定义 A / 上的相流.容易验证它有单值的哈密尔板 
函数.事实上，诺特定理中的公式给出了这个哈密尔顿函数《 

H(at) = x^ ： M. 

现在设有李群 (? 在连通辛流形 M 上的辛作用 1，使对 G 之李代 
数的每个元 a 相应一个具有单值哈密尔顿函数的辛微分同胚 
的单参数群.这些哈密尔顿函数可以加一个待定常数且可选此常 
数使氏对 a 的关系是线性的.为此只需对之李代数的一组基 
底矢量的哈密尔顿函数任选以上常数，再定义代数中任意元素的 
哈密尔顿函数是基底函数的线性组合， 

这样，给定了李群 G 的辛作用以及 M 上的一个单值哈密尔頓 
函数，就可作出由 G 的李代数到 AT 上的哈密尔顿函数的李代数的 
线性映射.对应于李代数中两个元的交换子的好 uw 等于波阿松 

a 

括弧或与之相差一个常数： 

+ C ( a ，6). 

注 上述公式中出现常数 C 是一个有趣的现象 之结果 * 即 （整 体） 哈密 
尔顿场的李代数的二维上同调类的存在性. 

量 C (< i ，6) 是李代數上的双线性斜对称 函数. 由雅 可比恒 等式有 
C(ta, 6 〕， c] + CCL&, c],o) + C([c ， a：, 6) = 0. 

李代数上具有这个性质的双线性斜对称函数称为李代数的二維上循环 • 

若另取哈密尔顿函数中的常数，则上循环 c 将由 C / 代替，这里 

C ，（ a ， b ) = C ( a ，6) + P ([ a ，61). 

P 是李代数上的线性函数.这样一个上循环称为上同调于一类彼比 
上同调的上循环称为李代数的上同调类 • 

因此有单值哈密尔顿函数的群(?之辛作用定义了 G 之李代数的一个二象 
上同调类.这个上同调类度*了群的作用偏离于交换子的哈密尔顿 函数等 
于哈密尔顿函数之波阿松括弧的群的作用. 

定义 一 个连通李群在辛流形上的作用称为波阿松作用如果单参 
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數子群的晗密尔顿函数是单值的，而且选取得线性依赖于李代数 
之元，并使交换子的哈密尔顿函数等于哈密尔顿函数的波阿松括 
'弧： 


换言之，群的波阿松作用定义了群的李代数与哈密尔顿函数的李 
代数的同态. 

例 令厂为光滑流形，李群作为微分同群作用在 F ■上 . M = 是 k 之 

:余切丛并有通常的辛构造 co ^ da . 单参数子群的哈密尔顿函数的定义是 I 

(1) H ,(5C) = r*F. 

定理此作用是波波阿松的. 

证由 1- 形式 a 的定义，哈密尔顿函数“对夕”是线性的（即在每个余切 
空间上是线性的）•所以其波阿松括弧也是线性的.这样函数 - CH 09 
对多是线性的.但因它是常数，所以等于零. □ 

同样可证任一接触作用的辛化是波阿松的. 
m 令 厂为三 维欧氏空间， g 为其6维运动群.下面六个单参数子群构成 
李代数的基底，沿坐标 轴9 1 ，⑸ h 的速度为1的平移，绕三个轴角速度为 
i 的旋转.由（1)，相应的哈密尔顿函数（用通常记号）是炙，九，九； M 19 
M B 9 其中从等.定理指出了，六个函数每一对的波阿松 
括弧等于相应单参数群的交换子的哈密尔顿函数， 

群 G 在辛流形 M 上的波阿松作用定义了 M 到 G 的李代数的对 
偶空间内的映射： 

即是说，固定 M 中的％点并考虑一函数，它在李代数的元 a 
处取的值是哈密尔顿函数//•在定点％之值： 

Pi 是李代数上的线性函数，即李代数之对偶空间相应于 X 的元 I 
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按照 Souriau 的说法（见 SouriauLl ：), 我们称映射尸为动 
量.注意动量之值总是空间#的元. 

例 令7为一光滑流形，李群 G 作为微分同胚群作用在 F 上，为 
余 切丛， H 。 是上面作的 (? 在 M 上的作用的哈密尔顿函数. 

这时“动量” 映射尸:可以描述 如下： 考虑的所有元作用在制 
中定点％上生成的映射少： G -^ MC ^( g )^ gx ). if 上的典则 1- 形式《在 
上诱导出港式它在 G 的恒等元上的限制是李代数上的线性形式 • 
故对 M 中每一点 x 我们都附属 了李代 数上的一个线性形式 • 容易验证， 
这个映射就是波阿松作用的动量. 

特别是，若 F 是3 维欧氐 空间， G 是绕点0的旋转群， 动量之值 即通常 
的 角动量I 若 6 1 是绕一轴的旋转，则动量之值即 对于该 轴的角 动量；若 G 是 
平移群， 动量之 值即线性动量矢量. 

定理在动量映射 P 之下， 连通李 群的波阿松作用变成 G 在其李 
代数之对偶空间没*上的余伴随作用 〈参 看附录 2 )，即以下图式 
可换》 

M 0 M 

- > 

P Ad% ^ P 

g * — > g * 

、系 设哈密尔顿函数 R 在 M 上群 G 的波阿松作用下不 
变.这时动量是以//为哈密尔顿禹數的方程组的首次积分《 

定理之证 定理断言，单参数群的哈密尔顿函数被微分同胚 P 变为单 
参数群 gh ^- 1 的哈密尔顿函 

令V 是以 H 为哈密尔顿函数的 单参数群，只需证明 H ■ (y •幻和 
H Adg . a (幻 对 方 的导数当^ 0时相 等即可 • 第一个导數是 （H • ， H 4 ) 在 x 之 
值，第二个导数是 H Ca , b：i (>) .因为作用是波阿松的，定理得 证. □ 

系的证明在哈密尔顿函数为 H 的相流方向上，动量各分量之导 
数均为零，因为它等于函数//在相应于 G 的单参数群之相流上的 


• 395 


m 


导数 • 

B 化约相空间 


□ 


设有群 <7在辛流形 M 上的波 
阿松作用.考虑动暈的等值集， 
即某点铲在 P 下之原象.记 
此集为 M ,， 于是（图 238) 
M ，： p - 1 (p\ 

在许多重要情 况下集 是 
一个流形.例如当 P 是动量的 
正则值（即若 P 之微分在集 M , 
各点均映 M 的切空 间到# 的整个切空间）时就是这样. 

一般说来，作用在 M 上的李群 G 把一个映到别的然 
而余伴随表示中的点/>的恒定子群（即由群 G 之适合 
的元9所成的子群）使 M , 不变.我们用记此恒定子群.群 
是一个李群，它作用在动量的等值集心 # 上. 

将对群 (?， 的作用求商，即可得到化约相空间.为使这个 
求商有意义，要作几个假设.例如只需下面的假设就 够了： 

1. p 是正则值，从而 是一流形. 

2. 恒定子群为紧. 

3. 之元作用在 M ， 上没有固定点. 

注 这些条忭可以 减弱， 例如，代替群 G ，的紧性，我们可以要求其作 
用为 适当的（即在映射 （ g , x )+( pO ), 幻下， 紧集的原象仍为紧）•例如群 
由左、右平移作用在其自身上总是适当的. 

若条件（1)，（2)，（3)满足，容易给在 M , 上作用 的轨道 
集以光滑流形 构造. 具体说，在点的邻域中对轨道作 
局部横截面即可给出一个区图.此横截面的维数应 等于轨 道之余 
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维数. 

所得轨道流形 称为具有对称性的力学系之化约相 空间. 
我们用 记相 应于动量之值 P 的化约相空间.流形 F , 是丛 
的底空间，纤维微分同胚于 

化约相空间上有自然的辛构造，具体说，考虑在/点切 
于的矢量 S 与仏点/是群 G , 在流形上的一轨道.令％为 
其上一点，从在之某点％的切矢量£/， V 用投影 h Af ，— 即 
可得到切于的矢量 S 与 V . 

定义在同一点切于化约相空间的矢量 S 和77的斜数量积即相应 
的切于原流形的矢量 ISt / 的斜数量积 

定理① 失量 S 和 7? 的斜数量初既不依赖于点％的选择也不依赖于 
代表它们的的选择，并给化约相空 间以辛 构造， 

系 化约相空间是偶数维的. 

定理的证明我们考虑 M 在^的切空间之以下两个子空间： 
7\ M ,) : 等值流形的切空间， 

T ( Gx ) : 群的轨道的切空间. 

引理 这两个空间在 TM 中互为斜正补 交， 

-证矢量 S 在群轨道的切平面之斜正交补中当且仅当（和群 G 的哈密尔顿流 
的速度矢量的斜数量积为零 、定 义）.但这些斜数量积等于相应的哈密尔顿 
涵数在 S 方向上的 导数. 所以矢量 C 在 G 的轨道的斜正交补中当且仅当动量 
在 f 方向的导数等于零，亦即 S 在: 中. □ 


①这定理的这种表述首先是由 Marsden 和 Weinsteiii 给出的_自雅可比以后考 

虑过它的许多特例，并曾由庞加莱及其后继者在力学中用过，基里洛夫 
( Khphjmob ) 和科斯坦特 （ Kostant ) 在群论中用过，法捷耶夫 （ Oa ^ eeB ) 

在广义相对论中用过. 
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代表元 y 和 〆 的选取可相差一项即加上群轨道的切乎面上的矢畺， 
但这个切平面是轨道与流形 AT , 切平面之交 (3 之最后一个定 理）. 因此对 
加上幻中的一个矢 量不改 变它与 T ( M ,) 中矢量 〆 的斜数量积（因 

♦j 

为由引理， TO ?, 幻与* T ( Af ,> 斜正交)•于是我们证明了与代表元的无关性 • 
量与轨道/上的点: v 的无关性来自群 G 在 M 上的作用的辛性质及 
M , 的不 变性， 于是我们在上定义了一个2-微分 形式： 

K !，"） = [ I ，巧] »• 

它是非蛻化的，因为若对一切〃， ??] = 0，则相应的代表元 I 7 斜正交 
于 T ( Af P ) 中的一切矢量.故 r 必属于 T ( M ,) 在: TM 中的斜正交补 • 由引 
理 •从而 V = 0. 

形式是闭的 • 为了证明这点，考虑一个区图，即子流形从，的横截 
于在一点的轨道的一小块. 

在这一区图中， P ， 由一个2•'形式衷示，它是由在全空间 M 上定义辛构 
造的 2- 形式《通过子流形的嵌入诱导出来的.因为《是闭的，它诱导的形式 
也是闭的，定理证毕. □ 

例1令抓=1^"为 2 n 维欧氐空间，坐标为夕》， g t ， 2■•形式为 
^ dp t hdq k . 令々是圆周，而 G 在 M 上的作用由谐振子的哈 
密尔顿函数给出： 


H^^(pl+gD. 


这时动量映射就是 //: R 2 n - R ， 非零的动量等值流形是球商 


S 2 


商空间即复射影空间 Cp 




前面的定理在此复射影空间上定义一个辛构造.容易验证它 
与附录3中作出的辛构造是一致的，最多相差一个 倍数. 

例2令 r 为一李群的余切丛 ， G 为同一群而作用则为左 平移. 
于是 M , 是 G 的余切丛中这样的矢量构成的子流形，它们在右平 
移到群的恒等元上以后在李代数的对偶空间中定义同样的元素. 
流形 M , 微分同胚于群本身而且是余切丛的右不变截面•所 
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-有亡 值都是正则值 • 

点 P 的恒定子群由群的下面这些元素组成，用这些元素 
对乍左、右平移结果相同.的非恒等元素在 M , 上的作用没 
有不动点（因为群到自身的用非恒等元作的右平移没有不动点)， 

群的作用是适当的（见上注），因此，群生 M , 上的轨道 
是辛流形. ' 

但是容易把这个轨道空间与点 P 在余伴随空间中的轨道空间 
•等同起来.实际上，用左平移将佘切丛的右不变截面 M , 映到恒 
等元的余切空间中.我们得到一 个映射 

这映射的象是点 f 在余伴随表示中的轨道，纤维则是群 
的作用的轨道.这样，化约相空间的辛构造在余伴随表示的 
轨道中定义一个辛构造. 

不雉用直接计算来验证，这和附录2中讨论的是同一构造. 
例 3 令群 G = 是圆周而且没有不动点地作用在流形 K 上.于 

是有圆周在佘切丛 M 二 上的作用.我们可定义动量等值流 
形(在 M 中余维数为 1) 及商流形 F , (維数较 M 之维数小 2). 

此外，视构形空间 F 上群的每个轨道上之点相同而可作商流 
形.记此商流形为 } 
定理化约相空间是辛空间而且微分同胚于商构形流形酽的余切 


丛. 

证令兀：为分解 映射，是在上一点处的1，形 
式. r 上 U 点的 1- 形式 7^0? 属于 M 。 而映射到商 F 冲一点.反之， F 。 的元是 
厂上之在轨道上为零的不变 1" •形式 I 它们定义，上的 1- 形式. 我们已作出 
了映射容易看 见这是一个辛 微分同 胚. 

P ^ O 的情况可化为 p = 0 的情况如下.考虑厂上一个对 G 不变的黎曼度 
量. M , 与 K 在点 t ； 的余切平面之交是一个超 乎面. 由此度量定义的二次型 
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&此超平面上有唯一最小点 so ). 咸去矢量 5(1；) 可将超平量陕 
入 mrT，. 我们得到了一个微分同 

C 在研究恒定旋转与不变流形的分枝上的应用 

设有群 G 在辛流形 A/ 上的波阿松作用；令//是从上在 G 作用 
下不变的函数.令是一化约相空间（我们设使它能有定义的 
条件都满足）_ 

具有哈密尔顿函数 H 的哈密尔顿场切于各个动量等值流形 
M , (因为动量是首次积分）.在 M , 上诱导的场对不变而在 

化约相空间上定义一个场.上的这个矢量场称为 化约场 • 
定理化约相空间上的化约场是哈密尔顿场.化约场的哈密尔矫 
函欸在化约相空间任一点上的值等于原哈密尔顿禹数在原来相空 
间的相应点上的值， 

证在具有辛形式 ® 的流形 M 上定义以 H 为哈密尔顿函数的哈密尔顿场 Xir 
的关系式：对一切I均有 

由上辛构造的定义蕴含了对化约场的类似关系. Q 

例 考虑固定在一恒定点的非对称刚体受重力（或任何对铅直轴 
对称的有势力）的 作用. 

绕铅直线旋转的群 p 作用在构形 空间* SO (3) 上.哈密尔顿 
函数在旋转下不变，由此我们得到化约相空间上的化约方程 

组. 

这时的化约空间是商构形空间的佘切丛(见上面例 3). 构形 
空间被绕铅直轴的旋转作用的分解是波阿松按以下方法作出 

的. 

我们通过给定一个标准正交标架（I， e 2 ，e 3 ) 的位置来确宅 
刚体的位置.基底矢量的三个铅直分量给出了三 维欧氐 空间的 一 
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个矢量，这矢量之长为1 ( 为什么?) . 波阿松矢量 V ® 可决定原标 
架但相差一个绕铅直线的旋转（为什么?） . 

于是，商构形空间可以由二维球面表示，而化约相空间即佘 
切丛余切丛的化约哈密尔顿函数可以表示为“化约运动的 
动能”(它对余切矢量是二次的）与“有效位能” (:它 是位能与绕铅 
直直线旋转的动能之和）之和. 

这个情 况下，转到化 约相空 间几乎是由“消去循环坐标做 到的. 差 
别在于通常的消去程序要求构形空间或相空间是圆上的直积，而在我们的 
倩况则是一个丛.缩小构形空间（例如引进在极点有奇性的 坐标） 可以把 
丛变为直积；上面方法的优点在于，它使我们清楚了在极点附近（除了坐 
标系的奇点以外）没有实的奇点. 

定义 m 中投影到化约相空间上的化约方程组的平衡 位置的 
相曲线称为原方程组 的相对 平衡. 

例 固定在质心的刚体的恒定旋转是相对 平衡. 同样有重刚体绕 
铅直轴的常速旋转也是相对平衡. 

定理具有不变哈密尔顿禹敦的方租组的相曲线是相对平衡 
当且仅当它是 G 的一个单参敫子群在原相空间中的轨道. 

证很清楚，是轨道的相曲线投影到一个点.若相曲线 xW 投影 
到一点，它可以唯一地写成 ^(0 = p ( O ^(0) 的形状，而容易看到 

{分(0}是一个子群. □ 

系1在轴对称势场中固定在场轴一点的非对称刚体，至少有两 
个担 定旋转（就相对于对称轴的角动量的每个值而言）. 

系2在有势力场中的对称刚体若固定在其对称轴上之一点（就 


① 波阿松证明了, 有重量的刚体的运动方程可以通过 V 写成持别简单的形状, 
即“欧拉-波阿松方程”： 


拳 
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相对于对称转的角动量的每个值而言），至少有两个怯皮旋转. 
这两个系都可从球面上的函数至少荷两个临界点这一事实得 

出* 

相对平衡的另一个应用是可以用来研究，在动量和能量值有 
变化时，其不变流形的拓扑性质有什么变化. 

定理动量-能量映射 

px Hi M-^g* x R 

在正则的动量等值集上之临界点就是相对平衡， 

证映射 Pxff 的临界点即//在动量等值流形上的相对驻定值 （因为这 
等值流形是正则的，即对任 一^ eMp ， 我们有 / VTM * = 7^，）. 

用分解以后，//在对,上的条件驻定^^定义了化约哈密尔顿函数的 
临界点（因为//在下是不变的）. □ 

详细研究相对平衡和动量-能量映射的奇点不是简单的，至今 
没有完全完成，甚至在重力场中非对称刚体的运动这样一个经典 
问题上也是这样.重心在某一个惯量主轴上的情况在 C. B . Ketok 
为本附录一开头所引的 Smale ： 2 ]一文的俄文译文所写的附录① 
中讨论过.在这个问题中相空间的维数为6,群是圆周；化约枏 
空间是4维的. 

化约相空间的非奇异等能流形有以下四种形状（视动量和能 
量之值而定)：5 18 ,5 2 >^ 1 ，7?尸 3 以及由3维球面5 3 加上两个“柄” 
所得的 流形： 

S l xD 2 CD 2 = 圆盘 + 


① ycnc:；H MaTCM. Hayic T27 BKtn. 2 (1972) 78 一 133 




402 




附录 6 二次哈密尔顿函数 

的标准形式 


在这个附录里我们要列举出可用实的辛变换将二次哈密尔顿 
函数化成的标准形式的清单.这个清单是由加林（瓦 M . raJitiH ) 
根据威廉逊 Williamson [1] 一文编 成的. 威廉逊的文章给 

出了辛空间中任意域上的二次型可以化成的标准形式， 

A 记号 

我们将哈密尔顿函数写成 

x = ( pw ， p “ g : ，…， gj 是在辛基底下写出的矢量，3是对称 
线性算子.典则方程的形状是 


• 一 

x-IAx ， /= I 

\E 0/ 

哈密尔顿函数的固有值即指线性无穷小辛算子的固有 
值.同样，约当方块即指的约当 方块. 

哈密尔顿函数的固有值有四种类型：实的 （ a ，- a )， 纯虚的 
(*6,-/6), 四元组 (± a ± ib ) 和零固有值. 

相应于同一对或同一四元组的两个或四个固有值的约当方块 
构造相同- 

若一固有值的实部为零，我们必需区别偶数阶和奇数阶的约 
当 方块. 有偶数个具有零固有值的奇数阶方决，它们可以自然地. 
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、分成对 • 

标准形式的一个完整的清单如下 w 
B 哈密尔顿函数 

对固有值土《的一对 A 阶约当方块，哈密尔顿函数是 

h k - 1 

PiQs + X] PsQj+i. 

j ~ 1 j — 3 

对应于固有值±«±6/的一组 四个& 阶约当方块，哈密尔顿 
函数是 


2 h h 

if … E PiQi ^ Xj ^Pu~lQzi ~ PuQzJ-O 

5 - 1 j -l 

2 k—2 

+ YlPiQuz. 

i - i 


对应于一对具有零固有值的 a 阶约当方块，哈密尔顿函数是 

i 

S = 1 

对于有零固有值的一对 6 阶约当方块，哈密尔顿函数是以下 
两种不等价类型之一： 


H 二 ± 


2 



h 

-J ~ X ] 

.■ - 



<当厶；=1时就是//= + ~ 2 Q 2 i \ 

对于一对纯虚固有值土 W 的奇数2&+ 1阶约当方块，哈密 
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尔顿函数是以下两种不等价类型之 一* 


H= ± 


丄 

2 


X ] ^ b% pzip 


2 


2 / + 2 




— Xj pz^lpzt-z^ + s + QzS~lQzi^zS + 3^ 

卜1 J 

2 k 

- X ] psquu 

j =s 3 

当“0时 ， H 二 ± j ( b z p 2 ^ qD . 

对于一对纯虚固有值的偶数 2 fc 阶约当方块，哈密尔顿 
函数是以下两种不等价类型之一 * 


H = ± 


丄 

2 


L ： 


b z 


+ ^2 i ^2*- ai +2 


Xj ^^Pzi+iP^k^zi+i + Pzi+zpt*^+0 


Pz^i^hi + X] p2i<hi-u 

i -l S - i 

(当忌 =1 时， f /= ± y (-^- g ?+^)-^ ig 2 +^ i )* 

威廉 逊定理 具有已给二次型 // 的实辛失量空闲可以分解为逐圩 
斜正交的实辛子空间的直和，使形式//可以表为这些子空 间的以 
上列举形式的二次型之和， 

c 不可去约当方块 # 

一个单独的“一般位置”的哈密尔顿函数没有重固有值而可 
化为一简单形状（所有约当方块均为一阶)•但若考虑的不是一个 
哈密尔顿函数而是一族含参数的方程组，则对参数的某些例夕卜 
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値，可能出现较复杂的约当构造.对此族稍加改变可以除去其中 
某些,另一些则不能除去而只在此族变化时小有改变.如果族中 
参数个数/是有限的，则在/参数族中不可去类型的数目也是有 
限的.下面提出的加林的定理使我们能对任意固定/算出所有这 
些类型. 

我们以〜记固有值2 妾 0的各约当方 
块的维数，以叫 和…记固有值为 

零的约当方块的维数，但叫为偶，为奇（在每一对奇数维方 
块中只考虑一个). 

定理在所有哈密尔•顶禹数的空间中.具有所指定维数的约当方块 
的哈密尔顿禹数所成的流形的余维数为 

「士 )(2/ — 1) … ⑵ — l| +yE (2;- Dm, 

* ^ o ^ i - 1 」 y — 1 

V 鵪 衫 

+ J2 [2(2/- 1) 叫 +1D-2Y] m min{m h 

i ― i j ** 1 i? i 

(注意，苦零不是固有值，则上面和式中只有第一项非零）. 

系在一般位置的线性哈密尔顿方程紐的/-参数族中，只出现具 
有以下性质的约当方抉的方程组，即按上式算出的不大于一 
切具有更大的 c 的情况均可用族的微小改变来消去. 

系在单参数或两参数族中，不可去约当方块只可能有12个类型 
出现： 

/ = 1： (± n ) 2 , (±: a ) 2 , 0 2 

( i £ 里约当方块是用其行列式來表示的；例如 （± a ) 2 表示一对 
-二阶约当方块，固有值为 a 和 - a ); 

1=2 ： (土 a ) 3 ， C±iay 9 (土 a±6f ) 2 ， 0% 

<± a ) 2 (土 6 ) 2 ， (± ia) z (± ib ) z ， 
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(±a) 4 (± 60 S (± a) a OS (± aiyO % 

< 其余固有值都是简单的)， 

加林也算出了任意 光滑地依赖于 参数的线性哈密尔顿方程组 
所可以化成的标准形式，变换 时用坐 标的光滑地依赖于参数的线 
牲辛 变换. 例如对于最简单的约当方块（± a ) 1 ， 哈密尔顿函数的 
範准形 式将是 

if (X) = - aCpiqt + p t qt) + pxq z + + X 2 p z q x 


a ,, A 2 是参数 八 




附录 7 哈密尔顿方程组在驻定点和 

闭轨附近的标准形式 


研究哈密尔顿方程组的解在平衡位置附近的性态时，只考虑 
线性化方程时常是不够的.事实上由关于体积守恒的刘维尔定理 
知，哈密尔顿方程组不可能有渐近稳定的平衡位置.因此线性化方 
程组的稳定性总是中立型的：哈密尔顿矢量场在稳定平衡位置的 
线性部分的固有值都在虚轴上. 

对于一般形式的微分方裎组，这种中立型稳定性可以因加上 
任意小非线性项而被破坏.对于哈密尔顿方程组情况就更复杂 
些.例如设哈密尔顿函数在平衡位置的二次部分（它决定矢量场 
的线性部分）是（正 或负〉 定的.这时哈密尔顿函数在平衡位置 
有极小或极大.因此这个平衡位置不但对线性化方程组，而且对 
整个非线性方程组是李雅普诺夫稳定的，但非渐近稳定. 

另一方面哈密尔顿函数在稳定平衡位置处二次部分可能是不: 
定的.函数 H = ^ + -$就是一个简单的例子.为了研究? 

有这种类型的二次部分的方程组的稳定性，必须考虑哈密尔顿風 
数的泰勒级数中次数>3的项（即相速度矢量场的次数>2的项) 
为了进行这种研究，用变量的适当的典则变换把哈密尔顿函数(从. 
而也把哈密尔顿矢量场）化为尽可能简单的形状是有用的.换言 
之，在平衡位置附近选择一个典则坐标系使哈密尔顿函数和矢 ： Ir 
场的形状尽可能简单是有用的， 

对一般的（非哈密尔顿）矢量场类似的问题很容易解决：一 
般情况是矢量场在平衡位置附近在适当坐标下是线性的（庞加莱 
和西格尔 （ Siegel ) 的有关定理例如可在 C . L . Siegel and J . 
Moser [1] 中找到入 
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哈密尔顿情况就复杂些.第一个困难在于，用变量的典则变 
换把哈密尔顿场化为线性标准形式一般是不可能的.我们通常能 
餘去哈密尔顿函数的三次部分，但是不能完全除去四次项（这与 
以下事实有关:在线性方程组中振动频率与振幅无关，而在非线性 
方程组中一般是有关).这个困难可通过选取将频率变化考虑在内 
的非线性标准形式来克服 # 结果（在“非共振”情况下）在平衡 
位置附近我们可引人作用量-角变量使方程组在除去泰勒级数的 


充分髙次项以后成为可积的_ 

这个方法使我们能在初始条件接近于平衡时在很长的时间区 
:间内研究方程组的性态.然而，只决定一个方程组是否李雅普诺夫 
稳定是不够的（因为泰勒级数被舍去的余项会在无限的时间区间 
内破坏稳定性).用精确地化为类似标准形而不舍去佘项即可得到 
这种稳定性.然而我们可以证明，这种精确的化约一般是 不可能 
釣，而化方程组为标准形的典则变换的形式级数一般是发 散的. 

这些级数的发散与以下事实有关:化为标准形后相曲线的性 
态比较事实上发生的情况更简单些（它们一定是环面的条件周期 
螺旋线人相曲线在平衡位置附近的性态将在附录8中讨论.在这 
十附录里我们将给出直到相当高次项的标准化的形式结果. 

化哈密尔顿方程组为标准形式的想法可以回溯到林斯德特 
( Lindstedt ) 和庞加莱①；平衡位置附近的标准形式曾由贝克 
满夫 （ G . D . Birklioff ) 详尽地研究过 （见 G . D . BirkhoffLl ： 


一 书). 

蜕化情况下的标准形式可见布鲁诺 
‘作： （ A . Bprono [ l ]). 


( A . fl . Bpmho ) 的工 


①参看 H . Poincar 6, [1] 一书 • 




409 





A 保守系在平衡位置附近的标准形式 

设一个 《 自由度的哈密尔顿方程组的平衡位置的 线性近 似是: 
稳 定的，而且 《个本征 频率叫 ，…， ％ 互异.哈密尔顿函数的二次 
部分可用典则的 线性变 换化为 

H = + + … ^ a> n (pl +^ J )> 

(有些％可能为负). 

定义 本征 频率吼 ，…， 0 ) R 满足一个尺阶共振关系， 如果存在不 
全为零的整数 匕使得 

為!％ + …+ k M CO n = 0 ， | & | + …+ 1 | = 冗 . 

定义哈 密尔顿 函数的^次贝克荷夫标准形 式是典 则坐标 (PoQJ 
的 ^ 次多项 式而且实际上 是变量 (尸？ +(??)/2的 （[ s /2] 次) 

多项式. 

例如一个自由度的方程組的 2 m 次（或2爪十1次> 标准形式是 
H zm = H 2m+l = a x r + a x r 2 + •- + a m r m 9 r = (P 2 + Q 2 )/2 m 

二自 由度方程组的 4 次贝克 荷夫标准形是 


H 4 = Oir x + c 2 r a + o 11 r 2 l + a lz r l r z + a 22 r 2 2 

系数〜， a 2 是本征频率，而系数•描述频率对振幅的依赖性 • 

定理1设本征频皁叫不满足阶数为^或更小的任何共振关糸.这_ 
时在平衡位置附近有一典则坐标系使哈密尔顿函数化为次数为& 
的贝克荷夫标准形式而最多相差 5 + 1 阶项： 

fKp 9 g ) = HXP . Q } ^ B 9 R = OQp \ + \ Q \ r + \ 

证在下述复坐标系 下定理 很容易证明： 

21 = pi +iqu a /1 = p t -iq i. 

(变到这个坐标系时，哈密尔顿函数必须乘以 -2 i _) •若标准形式中次 数低乎 


_ 
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W 的项未消完，作生成函数为/^ +心(尸， ？ ）（心是#次齐性多项式）的变 
换只影响哈密尔顿函数的泰勒展开式中次数为汉 和更髙 的项. 

在此变换下，哈密尔顿函数中的…次单项式 

1…2 *( • nw/i.— tti •泠 I* ia l + •*• + a « + + ••• + ^» = Ny 

变成 

^■ j3CAi(/?i -«】）+ ••，+ A « n 一 a*)] 

这里 Ai = fo ? 丨， s ,# 是 5^( P ， g > 按 2 ：，ty 展开时的系数 • 

在无共振的假设下，方括号的系数〜3非0,除非我们的单项式可写成 
积〜 《 M =2 r , (即 所有等于仏）之形状.这样我们可以除去所有 iV 次 
瑣，而只留下可用 r 表示的. 令八 ' = 3,4, v 即 得证. □ 

为应用贝克荷夫定理，注意到标准形式的哈密尔顿函数是可 
积的是有帮 助的. 考虑“典则极坐标” r t ， 奶而将/>,， Q , 表示 
为 


p t ~\/ 2r t cos %， Q t =\/ 2r, sin 仍 . 

因为哈密尔顿函数可以仅用作用量变量 ^ 表示，方程组是可积的 

qZS 

而且描述环面 r = const 上的条件周期运动，频率为•特 

别是平衡位置 p = Q = o 对标准形式是稳定的 • 

B 典则变换在驻定点附近的标准形式 

考虑二维平面到其自身的一个典刖（即保持面积）映射 • 设在此 
变换下原点不动，而其线性部分的固有值是 x = y “（即在坐标为 
户，9的适当辛基底下旋转角幻.我们称这样一个变换是椭圆 


的. 

定义 变换的 ^ 次贝免荷夫标准形 式是平面到自身的一个典则 

变换 ，它是 旋转一个变角，此角是典则极坐标系下的作用量变量的 

次数不超过 w = [>/2] _ 1的多项式： 

(r,+a 0 + a{t + + a m r m )^ 
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其中 

p = \/2 tcos 9 q - \/ 2 rsinq ), 

定理 2 若椭圆典则变换的固有值人不是次或更低次单位根，则 
它可用典则变量变换化为^次贝克荷夫标准形式，误差项次数不 
低于5 + 1. 

椭圆变换的髙维推广是固有值为?…的 Cp v , qi ) 平面上 
的椭圆旋转 （共 〃个） 的直积.〃次 贝克荷夫标准形式是 

( T ， 炉 )—( T ，9? 

s 是作用量变量 q ，…， 的次数不髙于 Dy /2] 的多项式* 

定理 3 若高维橢圆典则 变换的 固有值 X, 中没有以下形状的共振 

入？】…入 t”=l j 厶! | +…+ | 々*丨 <5， 

則此变换可以化为^次贝克荷夫标准形式（映射在 p = q ~ 0处的 
泰勒展开式中的 s 次项有误差）. 

C 具有周期系数@方程在平衡位置附近的标准形式 

令夕/ = 0是一'个方程组的平衡位置，其系数是时间的 2 JT 周 
期函数.设线性化方程可以用线性的时间周期辛变换化为自治的 
标准形式而本征频率为叫 

我 们说一个方程组是尺 >0阶共振的， 若有整数 k ” k ” 

X , 1^1 +… + |/ U = K 存在，使得 

+ ■•* + k % co n + = 0 . 

定理 若-•方程组不是^阶或更低阶共振的，则存在一个2冗周 
期 的依椟于时间的典则变换将它在一个平衡位置附近化为 s 次贝 
克荷 夫标准形式，而且此形式与视方程组为自治时是一样的，差 
Jf_j 只在于 s + 1次和更高次余项及周期也依赖于时间. 


_ 
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最后，设我们有自治哈密尔顿方程组的一个闭轨 • 这时，在: 
闭轨附近我们可以用以下两法之一将方程组化为标准形： 

1. 等能 化简： 固定一个能量常数并考虑闭轨在 2 n - l 维等能流 
形上的一个邻域，把这个流形看成周期依赖于时间的个自由 
度的方程组的扩充相空间. 

2 . 截 曲面： 固定能量常数和一个坐标的值（使闭轨与所得 
(2 n -2) 维流形相横截).这时，在已知轨道附近的相曲线定义 

了这个 （2 n _2) 维流形到自身的映射而在闭轨上此映射有不动 
点.这个映射保持此 （2^-2) 维流形上自然的辛构造而我们可 
以用节 B 中的标准形式去研究它. 

在研究自治哈密尔顿方程组的闭轨时，会出现一个与周期系 
数方程组的平衡位置的一般理论很不相同的现象.事实是，自治系 
统的闭轨不会是孤立的，而（作为一个规律）成为一个单参数 
族.族中的参数就是能量 常数. 事实上，设选取某个能量常数值 
使闭轨与上面说的（2»-2)维流形在维等能流形上横 
截. 这时对相近的能量值也存在类似的闭轨 • 由隐函数定理，我 
们甚至可以说这一闭轨光滑地依赖于能量常数 • 

如果现在我们想用贝克荷夫标准形式来研究单参数闭轨族， 
就会遇到以下的 困难. 当描述此族的参数变化时，线性化问題的 
固有值一般也会变化 • 所以对于某些参数值，不可避免地会遇到 
共振而阻碍化到标准形式， 

特别危险的是低阶共振，因为它们影响到泰勒展开式的开始 
几项. 如果我们对固有值接近于满足低阶共振关系的闭轨有兴 
趣，则贝克荷夫昧准形式就必须多少加以修改 • 具体说，在"阶 
共振时，为了在哈密尔顿函数中消除 iV 阶项而必须用作分母去除 
的表达式 

k 0 — — + … \a\ + |^| : N 
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可能变为零.对于非共振然而接近于共振的参数值，本征频率 
的这一组合一般不是零但是很小（所以这个组合就称为“小分 
母”) • 

用小分母作除法导致以下的 困难： 

1. 化到标准形的变换不连续地依赖于参数（对参数的共振值它 
有极点 

2. 能用贝克荷夫标准形来准确地描述方程组的区域在共振值时 
缩小到零. 

为了避免这些缺点，我们必须放弃消除哈密尔顿函数的某些 
项的企图（具体说，即那些在参数取共振值时成为共振的项)•此 
外，这些项不仅在共振时而且在参数接近共振的值时也必须保 
留①.这样得到的际准形式比通常的多少复杂些，但在许多情况 
下会给我们关干共振附近的解的性态以有用的信息. 

D 例： 3阶共振 

作为简单的例子我们看一个具有二自由度的自治哈密尔顿方 
程组的闭轨在能量常数的一个值附近会发生什么，而此值使它的 
邻近于闭轨的轨道之振动周期是闭轨周期的三倍.由上面所说的， 
这个问題可以化为研究具有一个自由度的非自治哈密尔顿单参数 
方程组，它在平衡位置附近 2 a 周期地依赖于时间 • 对参数的一 
切值均可取这个平衡位置为原点（为此要作一个依赖于参数的变 
量变换). 

此外，在平衡位置的线性化方程组可以用一个 2^ r 周期依赖 
于时间 的线性典则变换化为常系数方程组 • 在新坐标中线性化方 
程组的相流被表示为绕平衡位置的匀速 旋转. 旋转的角速度 o 依 


® 这里说的方法不仅对研究哈密尔顿方程组，而且对微分方程的一般理企都是 

有用的.例如参看 B . H . ApHOJibfl , [12]. 
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赖于参数. 

在参数的共振值处(即在2#时间中我们绕原点走 

了 1/3路程).角速度对参数的导数一般不是零.所以我们可取角 
速度为参数，取它与1/3的差更好.记此差为 e ， 称之为频年偏离或 
失谐.参数的共振值是 e = 我们关心的是方程组在《很小时的 
性态. 

如果舍去哈密尔顿方程的非线性项和频率偏离 h 则方程组 
的所有轨道在旋转三圈后都闭合（即周期为 6 W . 我们现在要研 
究非线性项和频率偏离对轨道性态的影响.很清楚，一般情况下并 
非所有轨道均为闭.为了研究其性态，注意标准形式是有用的. 

在所取的坐榇系中 ， p -hiqf 户-~，而哈密尔顿函数 

之形状为 

+» ^ 

— 2*// = - icd2z + ^2 hg S vZ a z e ikt + 

• + 彡 _ 3 k » 

… 表示高于三阶的质，山 = i " +e . 

化为标准形时可以除去一切三次项，除了那些具有在共振时 
会变为零的小分母 

o)(a- + k 

的项.这些项也可以说成是：在略去频率偏离和非线性项以后得 
到的周期运动的轨道上为常数的项.它们称为共 振項. 于是对① = 

女，使得 

a - J3 + 3k = 0 

的就是共振項 • 在三次项中，只有？ c “和是共振项.所以 • 

我们可以把哈密尔顿函数化为 

— 2iH = - ia > z2 + hz z e~ u - h + … 
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( h 与 h 之共轭相应于 H 是实的这一事实). 

注意，为了把哈密尔顿函数化成这个标准形式，我们用了一 
个2兀周期地依赖于时间的光滑典则变换，它甚至在共振时也光 
滑地依赖于 ，数. 它与恒等变换之差对于与闭轨的偏离是二阶小 
量（其生成 i 数与恒等变换的生成函数只差三次项） .' 

对哈密尔顿方程组的解的性态可以进一步研究如下.首先我 
们丢掉哈密尔顿函数的髙于三次的项并研究所得的截断方程组的 
解. 然后我们必须考査舍去的项怎样影响轨道的 性态. 

在复的々-平面上引入以角速度+的匀速旋转的坐标系〈即作 

代换可以简化截断方程组的研究.然后对变量 S 我们 
会得出一个自治的哈密尔顿方程组，其哈密尔顿函数为 

-2iH 0 = ^ieCC^-hC 8 -hC 3 9 这里 e = 參 

在旋转坐标系下截断方程组是启治的这件事是很幸运的.完整的哈密 
尔顿方程组（包含哈密尔顿函数中高于三次的项）在旋转坐标系下不仅不 
是自治的而且甚至对时间不是2开周期 〈只是 6 a 周期〉 的.具有哈密尔概函 
数的自治系本质上是原方程组在 e = 0 的线性方程组（舍去了高于三次的 
项）的闭轨道上平均化的 结果. 

系数 A 可以（通过坐标系 旋转〉 变成 实的. 这样，在实坐标 
下，哈密尔顿函数化成了 

H 0 = ±( ： ^+y z ) + W - 3xy 2 ). 

系数 a 依赖于频率偏离 e (作为一个参数) . e =0 时这系数一般不 
是零.因此作一个光滑地依赖于一参数的坐标变换可以使此系数 
变为 1. 所以我们必须研究在平面上哈密尔顿函数为 

H 0 = -^-(x z + y z ) + (^ 3 - 3xy z ) 

的方程组的相图对小参数£的依赖性. 
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容易看到这种依赖性如下（图 239). 当 e = 0时函数 f / D 的零等 



图 239 通过共振 3:1 

值集是三条交角为60°的通过 O 点的直线.《变化时等值集中总 
有三条直线，当 e 变化时，这三条直线总是成为一个正三角形移 
动而中心总在原点处.三角形的顶点是哈密尔顿函数的鞍点.当 
e 通过零（即通过共振）时，位于原点的临界点从极小变为极 

大. 

所以对于哈密尔顿函数为丑。的方程组，原点对参数的一切 
值除共振外是稳定的平衡位置，而在共振时原点不稳定.对接近 
共振的参数值，靠近原点的其中充满了闭的相曲线的三角形是很 
小的（与 e 同阶），所以原点的“稳定半径”随 e — O 而趋于零：初 
始条件的小0阶）扰动就足以使相点走出三角形而开始离平衡 
位置远去， 

回到原来的周期轨道问题，我们得到以下结论（当然还没有 
证明，因为我们舍去了髙于三次的项，但是这些结论是可以论证 
的 h 

1. 在通过共振3:1时，周期轨道一般会失去稳 定性. 

2 . 当参数值接近于共振时，在所考虑的周期轨道附近而且在同 
一等能疣形上有一个不稳定的周期轨道.在原轨道上转三周则在 
此轨道上转了一周而闭合.对参数的共振值这个不稳定轨道与原 
轨道重合， 


螓 
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3. 当接近共振时，这个不稳定的周期轨道:与原轨道的距离缩小 
为对频率偏离一阶的量（即对参数与共振值之差为一阶). 

4. 经过这个不稳定周期轨道，在同一个三维等能流形上，有两 
个二维不变曲面，其中之一被0 + ^0时趋向这个不稳定的周期 
轨道的轨道所填满，另一个当 m 时也是这样. 

5. 分界面的位置是这 样的： 它与一个横截于原轨道的流形相 

f 

交，可得到一个图形，它接近于一等边三角形三边及其延线.这 
个三角形的三个顶点即不稳定周期轨道与横截流形的交点. 

6 . 对于由分界流形所成的三角形之内的初始条件，相点将在一 
个长的时间内 〈阶数 不低于 1 A ) 停留在原来的周期轨道近旁 

(距离与 e 同阶），对三角形外的初始条件，它很快地离开到一个 
比更大的距离处. 

E . 分界流形的分裂 

事实上，我们在上面4,5,6各点中讲到的分界流形的构造十 
分复杂 （由 于我们在近似中舍去了的髙于三次的项的影响）.为了 
了解这个情况，注意一个在原闭轨的某点与之横截的（同时完全 
位于等能流形 上的〉 二维曲面是方便的从这个曲面上一点发 
出的轨道会与它再次相交，所需时间接近于环绕原来闭轨的时 
间.于是我们得到了曲面上与闭轨交点的邻域到其另一部分上的 
映射.这映射有一个不动点（即闭轨与曲面之交点），而且近似于 
绕此点（取为曲面上的原点）旋转 120°. 

我们现在考虑上述映射的三次方.它仍是曲面原点的邻咸到 
曲面一部分的映射，而且使原点 不动* 但是现在这映射接近于旋 
转360°，即恒等 映射： 它是由我们方程组的轨迹在接近原闭轨的 


® 这里有如下的一般现象：考虑一个周期后的映射并且用流来进行计箅更为方 

便. 
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三个周期后所实现的. 

以上的计算将给出“三周期后的映射”之构造的非平凡的信 
息.事实上，舍去了哈密尔顿函数四次和更髙次的项也就改变了 
映射的三万:和更髙次的项.所以截断的哈密尔顿函数的三周期后 
的映射近似于三周期后的真正映射（有三次方误差）. 

但是我们知道相应于截断哈密尔顿函数的三周期后的映射的 
性质，因为它就是以 〖 /。(心30为哈密尔顿函数的相流在 6 a 时间 
后的映射 （证 明基于如下事实，即在6兀时间后，旋转坐标系回 
到原来的位置).我们现在注意在三阶小量（相对于到不动点的距 
离）的摄动下哪一些性质仍然保存，哪一些 则否. 

令表示截断方程组的三个周期后的映射，2表示三个周期 
后的真实映射， 

1. 映射冰包括在一个流中：即以为哈密尔顿函数的相流在 
€ 〃时间后的变换. 

没有理由认为 d 包括在一个流中. 

2. 映射為在旋转120°下 对称： 即存在一个非平凡的微分同胚 
9 , g ’ = E ， 而且没与*/4 0 可换. 

没有理由认为 j 与一个满足 g ^= E 的非平凡的微分同胚可 
换. 

3. 映射3。有三个不稳定不动点在距原点 e 处而且接近于一等边 
三角形的 顶点. 在与共振的偏离（即0充分小时，映射』也有三 
个不稳定不动点靠近一个等边三角形的 顶点. 这可由隐函数定理 


而知. 


4. 对接近于（但不 同于〉 共振的参数值，映射 鴻之不 动点的 
分界流形构成的图形接近于一个等边三角形之三边及其延线•若 
从此三角形一边上的某点开始反复作 為)， 就会得到三角形同一 
边上的一串点而且趋向此边上的一个顶点，记为於。_若作 d 。—， 
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则将得到趋向另一顶点的序列. 

映射 d 的三个不稳定不动点也各有分界流形，接近于一个三 
角形的三边（图 240) .具体说，平面 
上那些经^， w — + 00 作用后趋向不 
动点 M 的点构成一个光滑曲线厂+， 

它在 j 下不变而且通过 M , 在 M 附近 
则接近干的分界流形 M 。#。， 在映 
射义"，打―_ 00 下趋向 iV 的点构成另 
一个光滑曲线厂、经过 7 V 而且在 i\T 
附近接近于 M 。#。， 

然而尸+和厂-虽然二者都接近於， 0 ,却不一定重合 • 分界 
流形的分裂现象说明截断方程组和整个方程组性态之 差别. 

分裂的量随 s 而指数地减小；所以在“摄动理论”的各种计算方法中 
很容易 忽视. 然而这个现象在基本的问题中十分重要 • 例如，由它的存在 
立即可知其数值级数发散（因为如果收敛，就不会有分裂现象 了）. . 

一般说来摄动理论中级数的发散（但起始几项给出很好的近似）与以 
下事实有关：我们所求的东西事实上并不存在 • 如果我们想使一个 现象& 
合于一个方案，而此方案又与该现象的基本特征矛盾，则我们的级数发款 
也就不足为奇了* 

贝克荷夫级数 （将哈 密尔顿函数的泰勒级数起始 各项的 规范化无限地 
继续下去而得）就是一个摄动理论方案，形式收敛实际发散的例子•如果 
这些级数收敛，则具有周期系数的单自由度的一般振动系统 在平衡 位置附 
近将可化为自治的标准形式，其中就不会有分界流形的 分裂了 （但 事实上 
是有的). 

回到原来的闭轨，我们看见映射 J 的三个不稳定不动点对应 
于不稳定闭轨而接近于原来的闭轨三重 • 当纟—+ 0时有一族亂 
道趋近这个不稳定轨道，当时则有另一族轨道趋近于' 

它. 



麵 
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这两个曲面也就是在命题 4,5,6 中提到的两个分界流形•用 
我们的横截曲面去截它们就得到映射3的不变曲线厂+和厂-•这 
两条曲线的交构成一个复杂的网络，关于它庞加莱（他最先发现 
分界流形的分离:/写道 :“它 们的交构成一个网眼无限细的格子、织 
物和网.这两条曲线都不一定自交，但一定以非常复杂的方式反 
复折回来，无穷多次地通过每一个网眼. 

“这个图形复杂得令人吃惊，我甚至不想去画它，没有什么 
比它更适宜于就三体问题以及一般的动力学问题的复杂本性给我 
们提供一个概念，这里没有单值的积分，波林 （ Bohlin ) 级数也 
是发散的 （ H . Poincar 6,[ l ] vol . 3) 

F 高阶共振 

高阶共振也可以用标准形式来研究.在这方面我们注意到， 
髙于四阶的共振通常不导致不稳定性，因为在标准形式中有四次 
项出现，而甚至在共振时也保证 H 。 有极小或极大， 


0 


o 


o 


在阶数《>4的共振中，以为哈密尔频函数的方程组的相 

# 图的典型的发展由以下公式给出 

// 0 = 4- r a a ( r ) ^- ar m /2 sinnq ) 

a(0) = ±1 

而图形如左（图 241). 

当频率与共振有小（与 e 同阶）的 
偏离，而且在与原点处的平衡位置有小 

卿 娜动 接近于川时（与^7同阶〉 舰 离时， 

的平均化哈密尔顿函数个临界点接近于以原点为中心的正 

2«边形的顶点.这些临界点一半是鞍点，另-半若原点是极小则 

是极大，原点是极大削是 极小. 鞍点和稳定点互相 交错. 所有》 

个鞍点都在好。的一个等值流形上；它们的分界流形连接相继的 

鞍点，构成 〃个 “岛”，每一个都充满了包围一个稳定点的封闭相 
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曲线.岛的宽度是… /4) 〃阶的.每个岛中的封闭相曲线称为“相 
振动”（因为本质上发生了变化的东西是绕原点的振动的相）.随着 
频率偏离 S 的减少， 相振动周期按阶增长. 

在岛所成 的窄环 内侧，靠近原点处有包围着原点的封闭相曲 
线；在环外側相曲线也是封闭的，但沿它运动的方向与环内侧 
的方向相反.我们注意只要阶数大于4,环的半径与同阶 
而与共振阶数无关.再则岛环只对 e 的两种符号之一存在. 

若从哈密尔顿函数为 K 。 的方程组过渡到完整的方程组，分 
界流形也会如上面讲的三阶共振那样分裂.分裂的大小是指数型 
的小量（即与同阶) ，但 是分裂对稳定性的研究有基 本的重 
要性， 待 别是在多维情况下. 

回到原来的封闭轨道，我们有以下的 图象. 当我们沿《轴从 
一侧趋向共振时①，从我们的周期轨道会分裂出两个周期轨道 
来： 一 个稳定，一个不稳定.这些新轨道当沿原轨道转《圈后又会 
封闭起来而位于离原轨道的距离为 vR " 阶处. 在稳定轨道附近 
有一个缓慢的相振动带，周期与 f * 4 同阶，振幅在方位角方向上 
是 jr / n 阶的，而在动径方向 上是 〆 阶的. 原来的周期轨道在 
通过共振时不发生失稳，至少在我们的近似范围内是这样 • 

四阶共振的情况多少有些例外•这时在标准形式的四次项中既有共振项 
又有非共振项 • 截断方程组的相曲线的形状依赖于在标准形式中哪种项起 
决定作用，是共振项还是非共振项.在第一种情况下发展和三阶共振是一 
样的，只除了有一个正方 体代替 三角形 • 在第二种情况，发展和时是 
一样的 • 

总之，越是接近共振（《<<1),而且初始点离周期轨道的偏离 
越小，所给的标准形式就给出越好的 近似. 即是说，当闭轨道的 

® 和三阶 共振不 一#, 在那里在共振值的两侧都各分裂出 1 不稳定周期轨迸: 

来. 
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周期与邻近它的轨道的振动周期越接近于准确的可通约，而且初 
始条件越靠近闭轨道，则我们的近似能够准确描述相曲线性态的 
时间区间也越长. 

从我们的论证中，对于非闭相曲线在无限时间区间上的性态 
得不出任何结论（例如关于原周期轨道的李雅普诺夫稳定性就得 
不出结论)，因为在化为标准形时被舍去的髙阶项，在无限长时间 
区间内，可能完全改变运动的特性.事实上，在所考虑的条件下， 
原来的周期轨道是李雅普诺夫稳定的，但是证明需要贝克荷夫标 
准形式以外的本质上新的技巧（参看附录 8). 



附录 8 条件周期运动的摄动理论 

和柯莫戈洛夫定理 

我们能精确解出的“可积”问题为数不多（一维问题、质点 
在有心场中的运动、刚体的欧拉和拉 格朗日 运动、两个固定的吸 
引中心问题、沿椭球面上之测地线运动问 题). 然而，借助于这些 
“可积情况”，以可积问题作为一次近似，对许多重要的力学系的 
运动可以得出有意义的信息， 

行星在万有引力定律下绕太阳的运动就是这种情况的一个例 
子.所有的行星质量加起来大约只有太阳质量的0.001，所以在 
一次近似中可以略去行星彼此间的作用而只考虑太阳的引力.这 
样我们就得到了无相互作用的行星绕太阳运动这一个精确可积的 
问题；各行星都各自描出刻卜勒椭圆而与其他行星无关，整个系 
统的运动作为整体来看，是条件周期的.如果我们考虑行星之间 
的相互作用，每个行星的刻卜勒运动将稍有变化. 

我们将用天体力学中的摄动理论来研究这种相互作用.很清 
楚，如果我们在千年数量级的时间里作计算，不会有基本的困 
难.然而，如果我们想研究更长的时间区间，特别是若对运动方 
程的精确解在无限时间区间的性质的定性问题有兴趣，就会出现 
基本的困难.摄动在一个比千年数量级更长的时间区间中的累 
积，会完全改变运动的特征.举例来说，行星可能落入太阳之 
内，会从太阳系逃逸或彼此相撞. 

注意，运动方程的解在无限时间区间上的性态问題与真实的行星运动 
钶題只有间接的 关系. 理由在于，在几十亿年的区间后，牛顿方程中没有 
考虑到的小的非保守的效应变成重要的了.这样，行星的重力相互作用的 
效果，只有当有限时间区间（此区间与非保守力效果显现的时间相比还是 
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小的）内它 n 就能使运动的图形大为改变时，才有真正的重要性. 


在计算这样的有限时间的运动时，计算机是很有用的，它可以很快地 
决定行星在未来和过去几千年的运动.然而我们应该看到，若相点落入了 
指数不稳定性区域，即使应用现代的计算方法也无法预测摄动的影响 • 

在研究彳电粒子在磁场中的运动时，渐近的和定性的方法更有价值， 
因为这些粒十超出计算机能力范围之外而且作出了这样多的轨道，以至即 
令不出现指数不稳定性也不可能计算其轨道. 

r 

在天体力学中制定了一系列计算摄动的 方法. （详细的分析可 
见 H, Poincare, [13). 

所有这些方法共同的困难在于出现发散级数，因而若把无限 
时间区问上的运动作为一个整体来对待，它们给不出任何信息. 
摄动理论中级数发散的原因是“小分母”:计算摄动影响时必须用 
未摄动运动的频率之整系数线性组合作分母.在严格地出现共振 
(频率可通约）时，分母为零，而摄动理论的级数的相应项变成 
无穷.接近共振时，级数中这样的项变得很大， 

例如，木星和土星一天绕太阳各走299与 120. 5秒的弧 • 因此分母木~ 
土与这两个频率相比 很小. 因此相当于这两个行星间长周期（周期约 800 

年〉的很大的摄动：拉普拉斯对这个效果的研究是摄动理论最初的成果之 

• • 


我们要注意，小分母所引起的困难是本质的，有理数构成稠 
密集；所以在非摄动问题相空间中导致共振与使小分母为零的初 
始条件构成稠密集.因此摄动理论的级数所给出的函数之奇点是; 
一个稠密集. 

这里提到的困难不仅是天体力学问题，而且是所有接近可积 
的问题（例如非对称刚体陀螺极快旋转问题）所特有的，庞加莱 
本人把研究力学系的条件周期运动的摄动问匦（其哈密尔顿函数 
在作 用量- 角变量/和炉中是 


« 
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H = f / c (/)+« K 1 (/ 9 ^) ( e « l ) 

恭为动力学的基本问題，是非摄动问题的哈密尔顿函数， 
是对角变量％，…， W 为 2/ r 周期的摄动.在非摄动问题中 (e = 0), 
角炉 以常值频率 


COt = 


bH, 

^77 


句速变动，而所有作用量变量都是首次积分. 
我们必须研究以下哈密尔顿方程的相曲线 * 


U 

9(p 9 91 

其相空间是坐标为/的 n 维空间的一个区域和一个 n 维的角坐标 
为炉的环面的直积. 

这个摄动问题的相曲线的研究的一个本质进展是柯莫戈洛夫 
1 的 文章： A . H . KojiMoropoB ，[1]. 在这个附录里我们要介绍这一 

领域后来的进展.证明可以在以下各文中找到 Ani 0 l ( i ，[ l ]，[2]， 

C 3 ]jArnold and Avez ，[ l ]; J . Moser ，[1]，[2]，[3]; Siegel 
-and Moser , CIUj Sternberg , Cl], 

在陈述我们的结果之前，我们先简短地讨论一下已经在第十 
章 研究过的非摄动问题的相曲线的性态. 

A 非摄动运动 

具有哈密尔顿函数 HoCO 的方程组有《个对合的首次积分 
( n 个作用量变量).它们的等值集是2«维相空间的《维环面.这 
:环面对非摄动方程组的相流 不变： 从环面上一点出发的相曲线恒 
停留在此环面上. 

相点在不变环面/ = const 上的运动是条件周期的.其频率 
是非摄动哈密尔顿函数对作用量 变量的 导数： 
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史*= ① *(/)， co k = 

所以，相曲线稠密地填满一个环面，其维数等千算术无关的频率 
的个数. 

我们注意到频率依赖于我们考査哪个环面，即固定哪个首次 
积分之值.《个变量/的 n 个函数组一般是函数无关的;这时可 
以简单地用频率为环面编号，而在作用量变量/的空间所考虑的 
点附近以变量《为坐标. 

频率为函数无关的情况称为非蛻化情兄， 非说化 条件的形状 

是 


det 



dl 


= det 


抑 0 


# 0 , 


子是在非蛻化搶况下，运动是条件周期的而在非摄动问题的相空 
间之不同的不变环面上有不同的频率.特别是算术无关的频率数 
目最大（为 》) 的不变环面是相空间的稠密集；称为非共振环 

面. 

可以证明非共振环面是全测度集，即非摄动的非蛻化方程组 
的一切共振环面之并勒贝格测度为零，然而不变共振环面是存在 
的而且与非共振环面混在一起也成为稠密集.此外，算术无关频 
率数目分別为1到1的共振环面之集也都是稠密的.特别是 
其上相曲线都是封闭（即独立频率数为 1) 的不变环面也是稠密 
集.虽如此，在非摄动方程组的相空间中随机地选取初始点而碰 
上共振环面的概率为零 （因为 随机选一实数而碰上有理数的槪率 
为0 ) .这样舍去零测度集以后我们可以说，在非蛻化的非摄动方 
程组中几乎所有不变环面都是非共振的而且其上有 n 个算术无关 

频率. 
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在非共振环面上，条件周期运动的轨道是稠密的.这样对几 
乎所有初始条件，非蛻化的非摄动方程组的相曲线将稠密地填满 
一个不变环面，其维数等于自由度数（即相空间维数之半). 

为更好地理解整个图形，考虑二自由度(«=2)的情况.这 

时相空间是4维的而等能集是3维 
的. 固定一个等能集.这个三维流 
形，以二维环面为纤维，可以在通常 
的三维空间中表示为一族同心的互相 
包着的环面族（图 2 42). 

相曲线是这些环面上的螺线，环 
绕的两个频率都在各环面上不同 •一 
般说，不仅这两个频率，还有它们的比都随环面而变 • 若频率比 
对于给环面（在函数 Ho 的给定等值集上）编号的作用量变量的 
导数不为零，我们就说此方程组是等能非蜣化的 • 容易算出，等 
能非蜕化性的条件是 



图242在一个三维等能 
集中的不变环面 


det 






al 


a! 


al 


0 




非蛻化条件与等能非蛻化条件是彼此独立的；即一个非蛻化方程组可 
能是等能说化的，而等能非说化方程组也可以蜕 化. 在多维情况（《> 2 )， 
等能非蜕化意味着以下映射的非蛻化性： 

它映《个作用量变量的函数孖。的维等值流形到(«-1>维射影空 

间， 


现在考虑一个2自由度的等能非说化方程组 • 容易在二维等 
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能集中作出一个与上述二维环面族横截的平面（以三维欧氏空间 
为模型，截口就是同心圆族). 

从这样一个平面上出发的相曲线绕环面一周后又回到此平 
面. 结果又得到环面交平面的同圆周上的 新点. 这样出现一个平 
面到其自身的映射. 

在此映射下，平面与不变环面相交的同心子午圆都不变•每 
个圆都旋转了同一角度，此角与旋转一周之比即沿环面的子午线 

的频率与沿环面的赤道的频率之比. 

若此方程组是等能非蛻化的，则交平面上的不变圆周的旋转 
角随圆 而异. 因此，在一些圆上这角与旋转一周可通约，在另一 
些圆上则为不可 通约. 每一类圆都是稠密的，但在儿乎所有（勒 
贝格测度意义）圆上，旋转角与旋转一周是不可通约的 • 

可通约性与不可通约性以下面的形式表现在圆周上之点在 
截面到其自身的映射下的不同性 态上. 若旋转角与旋转一周可通 
约，则在几次作映射后此点将回到原位置（旋转角与旋转一周的 
比之分母越大，所需的映射次数也越多）•若旋转角与旋转一周不 
可通约，则在反复作此映射时，一点的各次的象将稠密地填满子 

午圆. 

我们进一步还可注意到，可通约性对应于共振环面，不可通 
约性对应于非共振环面.还有，共振环面的存在蕴含着以下性 
质. 考虑我们的截平面到自身的由相曲线引起的映射之某次幂* 
令指数为一个共振环面上的频率比的分母 • 映射的上述次幂有整 
个一个圆周（即所考虑的共振环面的子午圆）全是由不动点构 
成. 

不动点的这种性态对任一类一般形式的映射甚至对典则映射 
都是不自然的（不动点通常是孤立的）•在所给的情况，出现不动 
点构成的整个圆周是因为我们考虑的是非摄动的可积方程组 • 对 
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任意小的一般形式摄动，映射的这个性质（整个圆周上都是不 
动点）一定会失去.不动点的圆周一定弥散而只有有限个留下 

来. 

换言之在可积方程组的小摄动下，我们可以期望相曲线的定 
性图象会改变，至少在以下各点上：由闭相曲线填满的整个不变 
环面会解体，只留下有限多个闭曲线在非摄动方程组的闭相曲线 
附近，其余的相曲线会变得更复杂.在附录7中讨论共振附近的 
相振动时，我们已经遇到过这个情况， 

我们现在考虑在哈密尔顿函数的小摄动下非共振不变环面如 
何.形式地运用平均化原理（即经典的摄动理论的一次近似，参 
看节 52) 得出非共振环面不会发展的 结论. 


我们注意到这样一件亊《摄动是哈密尔顿的，这是本质的，因为对非 
保守摄动，作用量变量显然是会演化的 • 在天体力学中，它们的浪化意昧 
着刻卜勒椭圆的长半轴有长期变化，即行星会落入太阳、碰揸或在反比于 
摄动的时间内逃逸很大的距离.若保守的摄动在一次近似中就会导致这种 
浪化，则它在1,000年数量级的时间内就会在行星的命运上显现出来 • 很幸 
运，非保守摄动的置级大小要小得多* 

下面的柯莫戈洛夫定理， 对从非严 格摄动理论得出的作用量: 
变董不演化的结论， 提供了一个论 证* 

B 摄动方程组的不变环面 

定理 若非摄动方程组是非蜣亿的，則在充分小的保守的蛤密舡 
顿摄动下，绝大多数非共振不变环面不会消失而只略微变形，故- 
在摄动方程组的相空间中也有不变环面存在，而被条件周期的围 
绕它们的相曲线所稠密填满，其上的算术无关頻率数等于自由度 

教. 

这些不变环面占大部分，意指其并的余集之测度当摄动很 h 
时也是很小的. 
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柯莫戈洛夫对此定理的钲明基于以下两点， 

1. 固定非摄动方程组的一个非共振频率集使之不仅算术无 
关而且不会近似地满足任意低阶共振条件.准确地说，选定一组 
频率 o 使有 C 和 V 存在而对一切整矢量0有 | ( a >， fc ) | >C | w v • 

可以证明，若 v 充分大（例如 v = « + l ), 则（在固定有界域 
内）使以上条件被破坏的那些矢量之集的测度当 C 很小时很 
小， 

其次，在非摄动方程组的对应于固定頻率的非共振环面附近 
找摄动方程组的一个不变环面使其上有频率 恰为此 固定值的条件 
周期运动而且满足以上的非共振条件. 

这样，与通常摄动程序（即引入依赖于摄动的频率）不同， 
我们必须使非共振频率固定，而使初始条件依赖于参数以保证具 
有以上频率的运动存在，只要初始条件有小的改变（当摄动很小 
財）就可以作到这一点，因为由非蛻化条件，频率随作用量变量 
而改变. 

2. 第二点是，求 不变环 面时，不似通常那样用摄动参数的 
幂级数展开，而可以用一个近似于牛領切线法的迅速收敛方 
法》 

用牛顿切线法求代数方程近似 根时， 若有初始误差 e ， 则在 
»次近似后，将得出阶为 e a " 的误差 • 这种捉 快的收 敛将使 每次逋 
似出现的小分母的影响无从为害，最后不仅能作出无限多次近 
似，而且能证明整个程序的收 敛性， 

这样做所要的假设是，非摄动哈密尔顿函数是解析的且非说 
化，摄动哈密尔顿函数 eH〆 /, 妗解析且对角变量 P 有周期21小 
参数 e 的出现并不重要，重要的是摄动在 P 的实平面的半径 P 的复 
邻域中很小（小于某个函数 M ( p , H 0 ». 

摩塞尔 （ J . Moser ) 指出，如果把牛顿法和纳希 （ J . Nash 〉 
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的思想结合起来就能用充分髙阶的可微性来代替解析的要求，这 
个想法就是在每一步近似时用一次光滑化算子. 

所得摄动方程组的具有固定频率的条件周期运动将是摄动参 
数 e 的光滑函数.所以不用牛顿法似乎也可在 e 之幂级数之中去 
找出它们.这级数的系数称为林斯特德 ( Lindstedt ) 级数，而魂 
实可以 找出； 但只能借助牛顿近似而间接证明其收敛性. 

C 不稳定带 

摄动问题的相空间中有不变环面意味着在一个接近可积的方 
程组中对于绝大多数初始条件，运动仍是条件周期的且有最大的 


频率集， 

自然地产生了其余相曲面发生了什么的问题，其初值落在代 
替非摄动问題的共振不变环面的那些不变环面的间隙里. 

频率数比最大数小1的共振环面的分解，在一阶摄动理论中 
容易研究.为此必须在共振环面所分解而成的且由非摄动方程组 


的相曲线所稠密地填满的(«-1)维不变环面上对摄动作平均 • 


平均后就得到一个自由度的保守方程组（参看附录7中关于共振 
附近的相振动的研究),而这是容易研究的. 

在所考虑的近似中，在《维可分解的 n 维环面附近，既有稳 L 


定的也有不稳定的(«-1)维环面，且有围绕着稳定环面的相振 


动.相应的条件周期运动有一组完全的 n 个频率，其中 fi - 1个是 
原来振动的快频率，另一个是相振动的慢（与同阶）频 


率. 

然而决不可得出结论说非摄动与摄动方程组的差别只在于有 
相振动的“岛”出现.事实上，真实的现象比上述一次近似复杂 
得多.摄动问题的相曲线的这种复杂性态的表现之一就是附录7 
中讨论过的分界流形的分裂. 

为在不变环面之外研究摄动方程组的运动，必须区别两个或 


« 
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更多自 由度的情况.对千两个自由度，相空间的维数是4,等能 

. j 

_形则是三维的.因此不变二维环面把每个等能集都分开•这 
#,若一个相曲线从摄动方程组的两今不变环面之间出发，它将 
永远被束缚在这些环面之间.不论这曲线多么复杂，它不能离开 
这个间隙，相应的作用量变量也就永远接近于初始^件. 

若自由度数大于2, «维不变环面不能分开 ( 2 n ^ 1) 维等 
能流形，而是如点在平面上或直线在空间中那样安置在其内•这 
时，相应于不同共振的“间隙”彼此连通，而不变环面井不妨碍 
原来接近共振的相曲线远离它.所以没有理由希望：沿着这样一 
条相曲线作用量变量永远接近于初始值. 

换言之，在二自由度的方程组（满足一般都能适合的等能非 
蛻化性条件）的充分小摄动下，不仅是沿相轨道的作用量变量在 
摄动理论的任意近似中都没有长期摄动（即在阶为 （1 A )" 的时 
间区间中变化极小， 7 V 是任意数， e 是摄动的大小)，而且这些变 
量永远接近初始值.不论对于条件周期地填满二维环面（并占据 
了绝大部分相空间）的非共振相曲线或其余的初始条件都是这 
#. 

同时，也存在自由度多于2且满足所有的非说化条件的方程 
组，对于它虽然对绝大多数初始条件运动是条件周期的，对某些 
初始条件作用量变量可以缓慢地漂移离幵初 始值. 在已知的例 
子①中，这种漂移的平均速度是^阶的，它下降得快于摄动 
参数的任意幂.所以不足怪：在摄动理论的任意近似中这种漂移 
不出现.（所谓平均速度即指作用量变量的增加与时间之比， 
所以我们实际上处理的是在阶的时间内有与1同阶的增 

量）. . 


①见 Arnold ，[4]. 


% 


433 





聂霍洛谢夫最近的工作①中包含了对一般的 H 个自由度的 
接近可积的哈密尔顿方程组的作用量变量平均漂移速度的上界. 
这个上界和上面提到的下界一样，形如所以当时间与 
e < e Q 9 比较很小时，作用量变量的增加也很小.《是摄动 
的大小， rf 是 0，1 之间的数，而且和—样是由非摄动哈密尔顿 
函数决定的.此外，对非摄动哈密尔顿函数要加一个非纟兑化 
条件（这条件的叙述很长，但一般能满足；特别是非摄动哈密尔 
顿函数的强凸性，即付。之二阶微分为正定或负定，是充分 的). 

由这个上界可看清，在摄动理论的任意近似中都不能发现作 
用量变量的长期变化，因为这种变化的平均速度是指数地小•我 
们又注意到，作用量变量的长期变化没有方向性，而或多或少地 
可用不变环面间的共振区域中的随机漫游来表示.这里产生的问 
题的详细讨论可在 Zaslavskii ， Tchirikov ，[1] 一文中找到 • 

D 关于不变环面的定理的变形 

对非自治的具有周期系数的方程以及对辛映射都证明了与自 
治方程组不变环面守恒的定理相似的命題*在自治方程组和周期 
系数方程组平衡位置附近的小振动理论和在相流的闭相曲线附近 
以及在辛映射的不动点的附近都有类似的命题成立. 

在不同情况下所必要的非蛻化条件是不 同的. 我们现在给出 
这些非 蛻化条 件作为参考.我们将限于最简单的非蜕化条件，“一 
般位置下的”方程组将能满足所有这些条件.在许多情况下，马良 
蛻化条件可以减弱，但这样做的好处被公式的复杂性抵消了* 

1 .自 治 方程组 哈密尔顿函数是 

//= +£// 〆 /，炉）， / ef ? c ： R *, 炉 mod 2 江 Gr **. 

非蛻化条件 


①见 NVkhoroslieT [1]* 
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det 


W 0 

a7*" 


夫 0 


保证了在小摄动下 < e « l ) 绝大多数不变环面可以保持 
等能非蜕化条件 


det 


沪" 0 
0 ” 

a // 0 


~ bT 

0 


於 0 


保证了在每个等能流形上有余集测度很小的一族不变环面存在. 
这些环面上的频率一般依赖于摄动的大小，但频率之比不随 S 而 
变化. 

若》= 2, 则等能非说化条件也保证了作用量变董下面意义 T 
的稳 定性： 当摄动充分小时，他们永远靠近其初始值* 

2. 周期方程组哈密尔顿函数是 
H* H # C/) +eH l a 9 <PyO ieGc:R\ <pmod2JteT% 

摄动不仅对 P 而且对 《都 有周期注意（2«+1)维空间{(/， 
史， = R B xr - + i 中的非摄动方程组是很自然的.不变环面的 m 
数是非说化条件 


det 



¥=0 


保证了在小摄动 ( s « l ) 下可保持绝大多数（《 + 1)维不变环: 


面. 


若„=1，非纟兑化条件也保证了作用量变量在以下意义下的象 


定性： 即摄动很小时它永远停留在初始值附近. 

3. “2 n 维坏”的映射 m 生成函数是 


①理解为在摄动下这鬯环面只有小的变形. 


• 435 



sas(p) = s 0 (/o4-fi^a%^) P6 Gcr- ， <per\ 

非蛻化条件 

det 妾 0 

3l z 

保证了在小摄动下 （ e « l ) 非摄动映射 a ， 史 )—( J，p + ( aS Q / aJ )> 
的不变环面绝大部分能保持. 

若 《 = 1 就得到通常的坏到其自身的保持面积的映射.非摄动 
映射在每个圆周上表示为一旋转.这时，非蛻化条件意味着在各 
个圆周上旋转角不同. 

» = 1 时的不变环面即普通的圆周.这时，定理保证了在累次 
作此映射后，只要摄动充分小，一点的象总在原来的点所在的圆 
周附近 • 

4. 平衡位置的附近 （自治情况）假设平衡位置在线性近似 

下是稳定的，从而定义了 n 个本征颊率叫 ，… 设本征频率之 

间没有下面形状的共振关系： 

心叫+… - hk n co 9 = 0心为整数而且0<2丨心！<夂 

这时哈密尔顿函数可化为贝克荷夫标准形（见附录 7) 

H = //。⑺ + …， 

// 0 ( r ) = ^ a > k r k ^^ tco tl r h r l9 …表示对于到平衡位置的距离的四 
次以上的项. 

非蛻化条件 

* det 1 ^0 

保证了在平衡位置的充分小邻域有几乎全测度的不变环面集的存 
等能非蛻化条件 

CO h i co h 

det 妾0 

0 >, 0 
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保证了在每个等能集（充分接近于临 界点〉 上有这样一族不变坏 
面存在. 

在时，如果的二次部分不能被线性部分整除，則等 
能非蜕化条件满足.这时等能非蜕化性保证了平衡位置的李雅普 
诺夫稳定性. 

5. 平衡位置的附近（周期情况） 这里我们再假设线性近似 
的稳定性，从而有 n 个本征频率叫 ，…， ％有定义.我们设在本 
征频率和系数对时间的依赖性的频率(设为1 ) 之间无共振关系* 


心！ + …+ 尨此+厶。= 0， o <5 Hl ^ il <4. 

i — 0 

这时哈密尔顿函数可以和自治情况一样化为贝克荷夫标准形 
式，但佘项对时间有周期 
非蜕化条件 

dct | I ^ 0 

保证了在(2« + 1) 维扩充相空间中表示平衡位置的圆 附近 
有(« + 1)维不变环面 存在. 

n = 1时非蛻化条件化成了小振动周期对其振幅平方的导数不 
为零.这时，非蜕化性保证了平衡位置是李雅普诺夫稳定的/ 

6. 映射的不动点 这里我们假设典则变换在不动点处的线 
性化 的所有 2 n 个固 有值之模均为1而且不满足任何下面形式的低 
阶共振关系 

A / 1 … A 广=1 1^1 ! +…+ | <4. 

(2«个固有值是…， I ， X !， …，? O . 

如果我们把不动点处的泰勒级数中髙于三次的项舍去，则陕 
射可写为贝克荷夫标准形式 

(T ， 9 ?) — 0 ,屮 +a(r)), a(r) = —— » 
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+ f (平衡位置附近的普通坐标是 A = 

-v^ 2 t* cos(p k ， q t = \ / 2T t sin<p t )^ 

非蛻化条件 

det | a ) k ,| ^=0 

保证了（在靠近环面 r = const 处） n 维不变环面的存在，而且在 
平衡位置的充分小邻域中构成几乎全测度集. 

若 《=1 则得一通常的平面到自身的映射，不变环面变成圆 
周.非蛻化条件意味着，对于典则形式， 圆 周的旋转角对此圆的 
面积的导数不为零（指在不动点处的导数，从而在其附近的导数 
也不为零). 

..k 

«= 1时的非蛻化条件保证了映射的不动点的李雅普诺夫稳定 
性， 我们要注意，这时不发生低阶共振的条件成为 

入1， 入 1. 

所以平面到其自身的保持面积的映射，若其线性部分是一个旋转 
面转角不是90°或120°的倍数，则它是李碓普诺夫稳定的，但是 
还要贝克荷夫标准形式中的系数不为零（保证旋转角对半径 
的非平凡的依赖性). 

我们没有触及这些定理中所假设的光滑性条件.任一情况下 
所需的最少的光滑性条件都不 知道. 例如，我们可以指出 ，上 
面的关于平面到其自身的映射的不动点之稳定性最初是摩塞尔 
( J . Moser ) 在 333 次可微的假设下证到的，后来才（由摩塞尔 
和吕斯曼 （ RQssman )) 将导数的个数减少到 6* 

E 关于不变环面的定理之应用和推广 

对许多力学问题都可以应用以上提出的定理.其中最简单 
的一个是摆在周期变化的外场作用下或在悬挂点铅直振动作用下 
的运动问题. 









:众所周知，在无参数共振时，摆的低的平衡位置在线性近似 
中是稳定的，这一位置对非线性效应的稳定性（在进一步假设了 
没有3阶和4阶共振后）只能用关于不变环面之定理来证明. 

类似地，我们可以用不变环面定理来研究相互作用的非线性 
振子系的条件周期运动， 

近似于椭球面的凸曲面上的测地流是另一个 例子. 这个系统 
有两个自由度，我们可证明在近于3轴椭球面的曲面上绝大多数 
测 地线在近于曲面的曲率线的两条“聚焦线”之间振动，而且稠 
密地填满了其间的环.同时，在曲面变形（没有3阶与4阶共 
振〉 时，包含椭球面长度居中的轴的两个椭圆变成两个闭测地 
:线，我们也能得出关于它们的稳定性的 定理. 

再举一个例子，我们可以看任意凸形弹子球台上的闭 轨道. 
在这些闭轨道中有一些在线性近似中是稳定的，我们可以得出结 
论，在一般情况下它们实际上是稳定的 • 这种稳定的弹子球轨道 
的一个例子是椭圆的短轴；因此若一个弹子球台几乎是椭圆形 
的，则其上接近于椭圆短轴的闭弹子球轨道是稳定的 • 

把不变环面定理用到非对称有重刚体的旋转问题上使我们能 
考虑快速旋转物体的不可积情况 • 快速旋转问题在数学上等 
价于在弱重力场中的中速运动问题：本质的参数是位能与动能之 
比.若此参数很小，我们就可以用刚体的欧拉运动作为一次近 

低 

把不变环面定理用到由于消去循环坐标（绕铅直轴的旋转） 
而得到的二自由度问题，对于快速运动物体可得以下结论：若物 
体旋转动能比位能充分大，则其角动量矢量之长及其与水平面的 
淑角永远接近于其初始值. 

由此可知物体的运动永远接近于欧拉 - 波安索运动和方位角 

进动的组合，除非动能和总动量的初值接近于使物体可绕中 
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间长度立轴旋转的情况.这个情况只在某些特殊的初始值时有可 
能，在中间轴附近分界 流形的 分裂意味着对于中间轴的波动比欧 
拉-波安索运动更复杂. 


不变环面定理的一种推广可导出在具有周期变化参数的一维 


振动系统的作用量变量永久的绝热不变性的 定理* 这里我们必须 
假设参数变动的规则是由一个“缓慢时间”的光滑周期函数给出 
的，而问题中的小参数是本征振动周期与参数变化周期之比•这 
时，若参数变化周期充分大，则相点的绝热不变量的变化在无限 
的时间区间内很小. 

同样地我们可以证明在轴对称磁场中的带电粒子问题的作用 : 
量变量的永久的绝热不变性 • 破坏这个问题的轴对称性将使自由 
度的数目由2变成3,而不变环面不再分割等能流形，相曲线则 

在共振带附近游荡. 

最后，对三体（或多本）问题应用这个理论，我们就能找到 
“行星型”的条件周期运动*为了描述这些运动，我们必须先对 
行星运动问题的刻卜勒近似之后的下一个近似说几句话 • 为筒单 
计，我们仅限于平面问题 • 

对每个刻卜勒椭圆，考虑连接椭圆焦点（太 阳〉 到其中心的 
矢量. 这个矢量称为拉 普拉斯 矢量，它既标志了轨道离心率之大 
小又标志了近日点的方向. 

行星的相互作用使刻卜勒椭圆（以及拉普拉斯 矢量〉 缓慢地 
改变. 此外， 长半轴与拉普拉斯矢量的变化有一重要 区别： 前者 
没有长期摄动，即在一次近似中它只围绕着其平均值有微小振动 
(“拉普拉斯定理” )• 后者则既有周期振动又有长期运动 • 要想得 
到长期运动，可将每个行星按其通过轨道各部分所需的时间成比 
例地“铺开”在轧道上，并以所得的“环”的引力代替行星的引 
力，也就是说将摄动沿髙速运动平均化 • 把长期运动加上小振动 
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就 得到拉普拉斯矢量的真实的运动；如果我们注意的是小的时间 
区间 （以年计)，则小振动是主宴的，但若考虑长的时间区_ (以 
千年计)，其效应与长期运动的效应比较是小的. 

计算（拉格朗日做的）表明，在同一平面上《个行星各自 
的拉普拉斯矢量的长期运动是这样构成的（略去轨違离心率之平 
方，它与离心率本身比较很小)：在行星的轨道平面上必须安放《 
个定长矢量，各以其角速度勻速旋转，拉普拉斯矢量即为其和*. 

其所以能这样描述拉普拉斯矢量是因为对快速运动平均化了 
的描述拉普拉斯矢量运动的哈密尔顿方程组在相应于零离心率处 
有平衡 位置. 上述的拉普拉斯矢量的运动之描述就是平衡位置附 
近小振动按本征振动的分解 • 拉普拉斯矢量的勻速旋转的分量的 
角速度就是本征振动的频率，其长度决定本征振动的振幅 • 

我们注意到，地球的拉普拉斯矢量的运动显然是冰期出现的因素之 

理由是，当地球轨道离心率增加时，它在接近太阳处的时间减少，远 
离太阳处的时间增加（面积速度定律)：所以当离心率增加时，气候变得严 
酷. 这个效果的大小是：离心率减少时，列宁格勒纬度 (60° N ) 的年曰照 
量可以达到现在相当于基辅 C 50° N ) 的年日照量，而当离心率增加时，则 
与泰米尔半岛 (80° N ) 相当. 离心率变化的特征时间长度（约一万年）也 

与冰 期的间隔一致 • 

由不变环面定理还可得知，当行星质量充分小时，在问题的 
相空间中，有一个正测度集填满了条件周期相曲线使行星的相应 
运动接近于在缓慢变化的小离心率椭圆上的运动，而拉普拉斯矢 
量的运动几乎就是上述的近似所描述的 • 此外，若行星质量充分 

II 

«确切些说，将第&个行星的拉普拉斯矢量表为 A 是长度 

i - 1 

一定的勻速旋转的矢量，其角速度以与 A 无关，详见 Arnold ，[3] 第三章， 
§1以及本书节 51 C 问题的脚注. 日译本注 
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小, 则这种类型的运动充满了相空间的大部分区域，相应于行蜜 
在不相交的小离心率椭圆上同公转方向的运动的刻卜勒近似. 

几个行星的平面问题自由度为 2 n (视太阳不动）.角动量首次: 
积分使我们可消去一个循环坐标，然而变量仍然太多使不变环面 
不能分割等能流形（即令只有两个行星，等能流形也是五维的， 
而不变环面是三维的)，所以在这个问题中对于长半轴在无限时间 
区间上是否对一切初始条件都能保持得不出任何结论，只能对大 
多数初始条件作出这个结论. 

进一步理想化可以得到一个2自由度问题.把两个行星之一 
代以“小行星”，它在第二个行星(“木星”)的场中运动而不扰动这 
个场. 

这样的小行星运动问题称为限 制三体问题. 平面限制三体问 
题 可化为小行星的周期依赖于时间的2自由度方程组.若此外木 
星的轨道还是圆形的，则在和木星一同旋转的坐标系中，对小行 
星的运动将得到一个2自由度的自治哈密尔顿方程组——称为圆: 
形平面限制三体问题. 

这个问题中有一个小参数一 "木 星与太阳的质量比.参数的 
零值对应于小行星的非摄动刻卜勒运动，而由四维相空间中的在 
一个二维环面上的条件周期运动来表示（因为坐标系是旋转的） • 
这个条件周期运动的频率之一对一切初始条件都是1 ;这就是旋 
转坐标系的角速度，即木星绕太阳旋转的频率.第二个频率依赖 
于初始条件（这就是小行星绕太阳的频率)，它在哈密尔顿函数的 
一个固定的三维等值流形上变化.因此，非蛻化条件在我们的问 
题中不成立，但等能非蛻化条件成立.柯莫戈洛夫定理是适用/ 
的， 而我们的结论是：具有无理数的频率比的绝大部分不变环面 ' 
当摄动行星（木星）的质量不是零而只是很小时仍是保持的. 

此外，二维不变环面分割哈密尔顿函数的三维等值流形.因: 
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此小行星的刻卜勒椭圆的长半轴与离心率将永远在其初始值附 

近，只要在初始时刻刻卜勸椭圆与摄动行星的轨道不相交，而且， 

;， 

摄动行星（木星）的质量充分小. 

此外，在恒定坐标系中，小行星的刻卜勒椭圆可以缓慢地旋 
转，因为我们的方程组只是等能非蜕化的.因此在不变环面的摄 
动下，频率是不能保持的，而只有它们的比能保持.摄动的结 
果 ； 小行星近日点的方位角运动在恒定坐标系中可以与木星的 m 
率稍有 不同％ 这时在恒定坐标系中近日点将缓慢地 旋转* 


* 在旋转坐标系中，小行星近日点的方位角的运动频率，在非摄动时， 由于旋 
转系坐标系的选取方法，与木星旋转的频率是一致的 • 要注意 ，木星 的旋转 
频率在摄动后也是不变的. 一 曰 译本注 
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附录 9 庞加莱的几何定理，它 

的推广和应用 

庞加莱在研究天体力学问题的周期解时，作出了一个很简单 
的然而包含了其基本 困难的 模型.这模型就是平面 圆环到 自身的 
保面积映射.这种形状的映射会在研究2自由度动力 系统时 出现. 
事 实上，可定义 一个二 维截面到自身的映射如下：过截面上岁点 
作相曲线与此截面再相交，映 A 点到此交点（参看附录 7) .这 
样，闭相曲线相应于此映射或其幂的不动点.反之，此映射或其 
幂的不动点决定 一个闭 相曲线. 

这样，动力学问题中周期解的存在问题化为圆环到其自身的 
保面积映射的不动点问题.庞加莱在研究这个问题时得到了以下 
定理 • 

A 圆环到自身的映射之不动点 

定理 设有平面圆环到自身的保面积同胚映射.设圆环的两个边 
緣固周在映射下按不同方向旋转，则此映射至少有两个不动点 • 

边缘圆周按不同方向旋转意味着，若取环上的坐标为 
O ， ymod 2^ r ) 使边缘圆周为 x = a 和 x = 6，则映射可用以下公式 

来定义 

/， P 是连续的且对夕以 2 a 为周期，而且对一切夕有 f (( T 9 y )^ a 9 
f ( b ， y 、 gb ， 以及 〆 a ， 夕)<0， g { b f yy >0. 

庞加 莱在去世前不久宣布他已得到这个定理的证明， 但只是 
后 来才由 贝克荷夫给出（参看 G . D . Birkhoff ，[ l ]). 

关于这个定理还有许多未解决的问题；特别是希望将它推广 
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到高维情况，这对研究多自由度问题的周期解是很重要的.庞加莱 
用以得出此定理的论据可以应用到一系列其它问题上 • 然而贝克 
荷夫给出的巧妙的证明很难推广.因此，不知道庞加莱的论证所 
提示的结论在二维圆环之外是否仍 成立. 所说的论证如下. 

B 映射的不动点与生成函数的临界点的关系 

我们将借助生成函数义 y + S ( X ， y ) 来定义环的辛微分同胚 

ix ， jy)-^(X yY ) , 

这里 s 对 y 有周期 2 〜要它是微分同胚需要这时 

dS ~ Cx - X)dy + (F - y^dX 

所以微分同胚的不动点即函数 FU , y > = 5( XU ， y )， y ) 的临界 
点.可以定义 F 为 + 的积分来作出它. 

由反向旋转条件，它的梯度在两个边缘圆周上同时指向环内或环 

外. 

但是在圆环两边缘上梯度同时指向环内（或环外）的每一个 
环上的光滑函数必在环内有临界点（极大或极小).此外可以证明 
环上的这种函数的临界点个数至少为2 • 所以若能肯定 F 的每个 
临界点都是映射的不动点，则可以断定我们的微分同胚至少有两 
个不动点. 

不幸的是这只在条件0卞，即是在可以用义， y 表本 
F 时成立，因此我们的论证对与恒等映射相差不大的映射成立* 
例如只需设生成函数 S 的导数小于1 即可' 

将此论证给以改进（选用不同的生成函数)①只需要雅可比〜 


* 恐系 det \^ ^ S /^ y ^ X \ <1之误——日译者注 

又法译本作的导数小于1”似亦不确——中译者注 

丨入 一 Y-y , 

① d0 — — i • 

2 i dX+dx dY + dy\ 
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矩阵 乃(义，10/乃0^>0的固有值不是-1即此映射在任—点均不 
将切空间完全翻转即可.不幸，对一切与恒等映射相当不同的映 
射，这些条件在某些点均不成立.在一般情况下证明庞加莱定理 
要用完全不同的方法. 

映射的不动点与生成函数的临界点的联系似乎是比二维圆环 
到自身的映射更为深刻的事实.下面给出几个例子，其中上述联 
系给出一些有赍义的结论，它们在一些限制下成立，但这些限制 
是否必要并不清楚. 

C 环面的辛微分同胚 

考虑环面上保持重心不变的辛微分同胚 

(xjy)~>(x +/( 尤，夕 ）， y + gix 9 y')') = dF )， 

Oc，y mod 2/ r ) 是环面上的角坐标，“辛”意味着雅可比行列式 
等于1，保持重心的条件意味着函数/，9的平均值为零 • 

定理这徉的微分同胚连同重数计至少有四个不动点，其中至少 
有三个位置各异，至少当假设雅可比矩阵的固有值处处关 -1 时 

是这样. 

证明的基础是考虑下式定义的环面上的函数 

=4" (X - x) (dY + o?y) 

^ J 

-(F - y ) (dX 4- dx ). 

以及环面上的光滑函数至少有四个临界点 （ 按重数计）而且至少 

有三个几何位置不同这一事实. 

试图对固有值不加限制来证明这个定理遇到的困难很象庞加 
莱在证明关于圆环的定理时遇到的困难. 


我们注意，关于 圆环的 定理可以由关于环面的定理得出，如果可以丢 
掉后者中关于固有值的条件.事实上，可以把两个同样的圆环放在一起然后 
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在两个边缘圆周处各嵌入一个窄的圆环把它们联结起来就得出一个环面. 

然后我们可以把圆环的映射拓展为环面上的辛微分同胚使得 * (1) 在两 
个大的圆环上微分同胚与原来的相同， （2) 在每个窄的圆环上没有不动点， 
而且 （3) 重心保持不动 • 

作环面上的这个微分同胚要用到边缘圆周沿相反方向旋转的事实•在 
每一个联结圆环上都按其边上旋转的方向 乎移. 因为两个联结圆环上平移 
的方向相反所以可以选择平移的大小使重心不变. 

于是在环面的四个不动点中至少有两个在原来的圆环上，而我们从环 
面的定理得出了关于圆环的定理. 

上述关于环面的定理可以推广到其它辛流形上，不论是二维 
还是高维的.为了提出这个推广我们必须首先重新陈述保持重心 
不变的条件. 

令仍是辛微分同胚，我们说 P 同调于恒等映射，如 
果可用辛微分同胚 g •所成的曲线将它与恒等同胚连续起来，而且 
在每个时刻/速度场仍均有单值的哈密尔顿函数 • 可以证明，同 
调于恒等映射的辛微分同胚构成流形上的辛微分同胚群之含恒等 
元的连通分支的交换子群， 

在流形是二维环面的情况下，同调于恒 等映射 的辛微分同胚 

■ I 

正是保持重心不变的辛微分同胚 • 

这样我们就得到了庞加莱定理的如下的推广. 

定理 一个紧辛流形上的同调于恒等映射的辛微分同胚的不动点 
數，至少与此流形上的光滑禹數的临界点数一样多（至少当此微 
分同 胚与馇 等映射相差不太远时是这样 、① 

要注意同调于恒等 映射的 条件是不可少的 ，因为 我们从 
环面上的平移的例子中已看到这一点 ， 在那里 根本没 有不动 ( 


® 证明见 Arn 0 ld[16] 和 Weinstein ， [2]. 
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点 


至于最后一个限制（即与恒等映射相差不太远），还不清楚它 
是否必不可少的.当流形是二维环面时，只要微分同胚的雅可比矩 
阵(在 R 2 n 的任意整体辛坐标系中）的固有值都不等于-1就够了》 

这种限 制在髙 维问题中可能是必要的.很可能庞加莱定理是由于一种 
本质上是二维的效果而来，如同下述的 A . I. Snirel’ man ( A . M , LU ： HHpe - 
jiLiiaH ) 和 I . Nikishiu (H_ H . Hhkhimh) 定理一样：二维球面到自 

身的保面积微分同胚至少有两个位置不同的不动点. 

这定理的证明基于以下的事实：二元光滑函数梯度场在孤立临界点上 
的指标不能大于1 (虽 然它可以等于1,0, -1，-2, -3, …）， 以及二维球面 
到自身的保定向撖分同胚所有不动点处的指标之和为 2 . 另一方面，多元 
光 滑函数 的梯度在临界点的指标可以是任意 整数. 

D 拉格朗 B 流形的交 


如果在圆环的每个半径上只考虑径向移动的点，则可以给庞 
加莱的论证稍许不同的形式 • 在每个半径上都有这样的点，因为 
环的边缘圆周依相反方向转动.设可以作一径向移动点的光滑曲 
线而将圆环的内外边缘分开 • 这个曲线在所述映射下的象必与其 
本身相交（因为此曲线把圆环分成的两个区域被映为等面积的区 
域). 

若此曲线与其象和每个半径只交一次，则曲线与其象的交点 
显然就是映射的不 动点. 

这种论证部分地可以用于髙维情况，而给出动力学中周期解 
问题有益的结果.髙维情况下圆环将由以下的相空间来代替： 
歓氏空间的一个区域与同维数环面的直积（圆环也是区间和圆 
周的直积)，相空间上的辛构造按通常的方式来定义，即为 = 

之形式， 々是 作用量变量，％是角 变量. 

不难说明我们的相空间的哪些辛微分同胚同调于恒等映射* 
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具体说， 一 个辛微分同胚 j 如果可以从恒等映射连续变形而得, 
而且 


^ xdy = ^ xdy 

V AY 

对任意闭曲线 V (不一定同调于零）成立，则/同调子恒等映 
射.此映射同调于恒等映射使它不可能系统地沿％方向移动 
(“角变量的溃化”），但可以沿环面移动. 

我们考虑《维环面 x = c = const 之一并对它施以同调于恒等 
映射的辛微分同胚.结果是原来的环面与其象至少交在2•个点 
(计 重数〉 上，其中至少有 《+1 个几何位置各异，至少在假设象 
环面的方程可写为％ = /( y ) 而/为光滑时是这样. 

当 n = 1时这个结论意味着构成圆环的两个同心圆与其象各交 
于至少 两点* 这也可从保持面积得出，因此，象具有方程 X * 
/( y ) 是不必要的. 

高维时这个假设是否必要还不知道.若作了这个假设，证明 
可以进行如下. 

我们注意原来的环面是相空间的拉格朗日子流形 * 微分同胚 
是辛映射，所以象环面也是拉格朗日子流形 • 故其上的 1- 形式 

为闭.此外，环面上的这个形式是某个光滑单值函数 
F 的全微分，因为此微分同胚同调于恒等映射，所以对任意闭曲^ 
线 v 我们有 

^ (jf — c)dy - ^ xdy - ^ cdy 

IV AY A V 

=手 xdy — ^ f'dy 

V ,1 V 

= dy — V ^ dy = 0. 
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我们注意，环面及其象的交点是函数 F 的临界点 （因 为在交 
jS 上 d 尸= O - c)dy = 0 '), 

由象环面单值射影的条件(即象环面有方程 x = /(y)) 可得， 
尸 的临界点反过来也是这两个环面的交点.事实上，在这些条件 
下:V可取为环面上的局部坐标，所以 c/F 在一切切于象环面的矢 
量上为零就蕴含了/ = C. 

光滑函数在 n 维环面上至少有2”个临界点 C 计及重数）且其 
中至少有》+ 1 个位置不同（例如参看 Milnor, Morse theory 
(Princeton Univ. Press, 1967) —书）. 

所以这两个环面至少交于 2* 个点 （按重 数计）而且至少有 
« + 1 个位置不同. 

完全同样的证法可表明任一拉格朗日环面与其象至少交在 2* 
个点（其中至少有 n + 1 个位置不同）.但需设原环面和象环面可 
单值投影到夕空间，即可分别写成％ = /(y) 和 x = 5TOO. 此外， 
这个命题可借助于典则变换 U-/(y〉，y) 化为前一命 

题. 

E 对决定不动点和周期解的应用 

我们现在考虑来自动力学可积问題的以下特殊形状的同调于 
恒等映射的辛变换： 

A 0 (x f y) = (x^y + 0?O)) co= # 

这里 ArGP 是作用量变量， y mod 27r€：T" 是角变量. 

我们设环面％ = 心上的 所有频率都可通约： 

•. 

? ■ 

i* 

队0。）=-^2兀，私， 7 V ■为整数； 0?0。）关0， 

- … 

' J 

価 且满足非蜕化条件 
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det —^ =^= 0. 

•定理每一个同调于恒等映射且充分接近 Jd 的辛微分同胚在环 
面义=心附近有至少2•.个 iV 周期点 I (即 d 1 = D ， 这里要按重敦 
计* 

证明可化为研究相维辛空间 

d/Ac/F 中两个拉格朗日子流形的交，其中之一是对角线子流形 = x 

y = y)， 另一个是 d 〃之象 • 

然而， 容易在环面上直接作出适当的函数.事实上， 映射 的形状是 

(&a 

<ix t v)-^C^s y + aixa') = 0, det — — ¥=0. 

I 

由隐函数定理，映射在环面 x = %附近有一环面只作径向移动 （Of，y) + 
(X，y))， 方程为 ：c = /( y ); 其象也由同样形状的方程 x=iKy) 给出.用此 
记号X (/(y)» y ) = giy ')^ (/(y)，>0 = y > 

因为 d 同调于恒等映射，故有单值整体生成函数叉> 十 SCX 9 y) f 
5 1 对 y 以为周期. 

函数 = SXAWy)，：y).y) 在环面上至少有 2 •个临界点： V* •所 

有的点= 都是的不 动点. 事实上 

d F - (x — X^d y + (Y — y^dX = (,x ^ X^dy 

=(/( 夕 ） 一 g ( yX ) dy . 

:故由 1 ，, 0 有 /(;y *) == 5 (y *) 即 = 证毕. 

现在我们转到保守系的闭轨 • 用附录8的术语，我们可将结 
果表述如下. 

系当一个甶等能非蜣化方程组的闭轨填满的 n 维环面分解时，至 
少形成摄动问题的2” -1 个闭轨（计重数），其中至少有 ”个 位置不 
詞；至少当摄动充分小时是这样 • 

证明可用一个2«-2维截面归结为前述定理 ： 我们需 | 先选角 
-变量 y * 使非摄动问题在环面 上的闭轨的方 程是； = … = h =0, 
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再由： Vi = 0定 义一个 截面. 

在2自由度时，用2维截面与不变环面交成圆环再用庞加莱 
定理即得以下结果： 

在2自由度方程组的两个2维不变环面的间隙里，若两环面 
上条件周期运动之频率比不同，则必至少有两个闭相轨道在其 

中， 

这样，在一切2自由度问题中我们得出许多周期解，只要能找 
到不变沉面（例如在圆限制三体问题中、在闭测地线问题中等等) • 
甚至有这样的猜测;“一般形状”的具有紧相空间的哈密尔顿方程 
组的闭相曲线成一稠密集①.然而，即令此事为真，绝大多数这种 
曲 线之为闭并不重要， 因为 其周期极大. 

作为应用庞加莱方法到自由度高于2的方程组之例，贝克荷 
夫有一个定理，即接近已知的线性稳定的一般形式周期解处有无 
穷多周期解存在（或一空间到自身的线性稳定非蜕化辛映射的不 
动点附近有无穷多周期点存在).证明时，先用标准形式去逼近此 
映射，再用映射的不动点和生成函数的临界点的 联系， 

知道了周期解使我们能证明除经典的首次积分外动力学的许 
多问题中不存 在首次 积分.例如设在已知积分的某等值流形上找 
到了不稳定的周期轨道.它的分界流形一般地构成复杂的网络， 
我们在附录7中已经考虑过了.如果发现了分界流形的分裂，而 
且如果我们能证明分界流形除了包含在我们所考虑的等值流形之 
外，不再包含于任何比等值流形更低维的流形中，我们就可以肯 
定方程组没有新的首次积分. 

相曲线的复杂性态，阻碍了首次积分的存在，时常一眼看到 


① C. Pugh 和 C. Robinson 宣称他们已钲明了 C 1 拓扑下的稠密性一英译 
本注 
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它的图象就可看出，而不必借助于周期解，这图象是用计算机算 
出的，由相曲线与截曲面的交形成' 

F 生成函数的不变性 

我们已经指出， 生 成函数对辛流形上典则坐标系的选取没有 
不变性， 这 是很麻烦的.另一方面，我们又反复地应用了映射的 
不动点和生成函数的临界点的关系. 

结果是，虽然生成函数一般地与映射并非不变地联系着的， 
但在不动点附近却有不变的关系.更准确些说，设有一个辛微分 
词胚使某点不动.在这点的邻域中，定义一个“生成函数” 

^ = Y S ， 

J \dX k + dx h dY k +dy k 


这里用了辛坐标系用另外的辛坐标系（ V ， 〆 ），我们 
可以同样 地作出一个生成函数 

定理 若辛微分同胚在不动点处的线性化没有 固有值-1， 则函 

敦0和 少/在不动点的邻域中是等价的，即是说存在一个徵分同 

Mg (一般不是辛微分同胚）使得 

- (pCe)) + const, 

进 明可见 A. Weinsteb ， [1]. 

应该注意，两个具有生成函数的微分同胚，即令在不动点的 
邻域中等价，在辛微分同胚类中也不一定等价（例如一个旋转和 
另一个旋转，其转过的角与半径有关，而且其生成函数在零点有 
非蛻化的二次部分)， 


• 见 ArnoM and Avez , (1〕§ 20和 0. Lanford . 一一日译本注 

® 这函数沿任 t 弧的增量等于定义辛构造的形式在一个带上的积分， 这个带是 
用直线区间将弧上各点与其象联结起来而 成的. 因此，函数少 与此映 射的联 
系相对于线性典则坐标变换是不变 的. 
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附录 10 依赖于参数的本征频率的 

重数以及椭球 

在这本教程中我们已经几次遇到欧氏空间中的椭球族.例如 
在研究小振动本征频率对参数的依赖性时，我们遇到了等势面， 

它们是欧氏空间中的椭球面，依赖于该力学系的刚性（空间的度量 
由动能来定义）.另一个例子是惯量椭球（参数是刚体的形状和质 
量分布）. 

这里我们遇到了一个一般问题，即如何描述使固有值谱蛻化 
的参数值，亦即使相应椭球变为旋转椭球的参数值.我们注意，欧 
氏空间中的二次型的固有值（或椭球主轴的长度）当系统的参数 
(二次型的系数）连续变化时也是连续变化的.自然地可以设想 
在侬赖于参数的系统中，在参数变化的某时刻，某个固有值将与 
另一个重合，所以系统在这些参数值上将有重谱. 

例如我们想通过把一个可调节的质量沿一个刚性附着于刚 
体的弧移动（从而有一个可任意变化的参数 P ) 来使刚体的惯量 
椭球变为旋转椭球.三个主轴 a ，6 ，c 将是此参数的连续函数.初 
看起来，似乎对此参数的适当的值 （ P ) 可使两个主轴相等： 
aOO 然而结果并不如此，一般说来，至少要有两个可賻 

节的质量才能使惯量橢球变为旋转椭球. 

一般说来只有在有两个以上参数的典型的二次型族中才能有 
重谱，而在一般形式的单参数族中对一切参数值都只有单谱.在 
典型的单参数族中当参数变化时，固有值可以很接近，但近到一 
定程度后似乎彼此又互相排斥.固有值又重新分离，使那些想 
过改变参数而得到重谱的人大失所望. ? 

在这个附录里我们要考虑固有值的这个似乎奇特的性态的原: 
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因，同时简短地讨论具有各种对称群的系统的类似问题. 

A 旋转椭球流形 

考虑《维欧氏空间 R 1 的一切可能的二次型之集.此集有一个 
自然的 ^ (« +1)/2 维矢量空间构造.例如平面上的二次型构成一 
个三维空间 + 2 Bxy + Cy 以三个数 A ， B ， C 为坐标 )• 

正定型成为一切二次型空间的开集（例如在平面情况就是在 
蛻化形 式锥妒 = JC 的一叶里面）. 

每个以原点为心的椭球都定义一个正定二次型，使此椭球就 
是它取值1的等值集；反之给定一正定二次型，其取值1的等值 
集即是一个椭球.所以我们可将正定二次型集与中心在原点的 
椭球集等同起来.这样我们就给中心为 OGR •的椭球集以一个 
«( n + l )/2 维光滑流形构造（它可以用一个区图即二次型空间的 
一个区域来覆盖)， 

现在考虑 旋转椭 球集.我们说它在所考虑的空间中 余维数 
为2,即由两个独立方程给出而不是乍看之下可由一个方程给 
出.准确些说，我们有 

定理1旋转椭球集是有跟个尤滑子流形之并，它在一切橢球所 
成的流形中的余维数不小于2, 

子流形的佘维数即包围它的空间与该子流形的维数之差. 

■ • • 

证先考虑《维空间中具有两个相等轴的椭球2其它的轴则备 
异.要决定这个椭球既要知道这些相异轴的方向，即有 


(«-!)+(«- 2 ) 




(n +1)0-2) 


个不同的参数，还宴知道这些铀的大小，于是又有 m - 1个 参数- 

. . • 

参数总数是 



比椭球空间维数 《(«+1)/2 少 2. 参数个数的计算也指出 恰有两 
轴相等的椭球集是一个流形. 

等 轴数更多的椭球很清楚构成一个维数更小 的集. 严格的证 
明可由以下引理给出： 

引理 具有 v 2 个二重轴， v 3 个三 重轴， 、个 四重轴等等的椭球集 
是一切橢球流形的光滑子流形，其余维数为 

〔 2 + 5v 3 + 9、+ … - 1)(* + 2)v “ 

它的证明可以归结为与以上类似的参数个数的计算，而在上 
面 的特例 （ V 2 = 1， V 3 = v 4 = … = 0) 中已分析过了.读者可以容易地 
完成这个计算，首先注意由 ”维矢 量空间的一切 ft 维子空间的所 
成的子流形(即格拉斯曼流形)维数是-幻（因为《维空间中的 
一般 位置的维平面可以看成是由一个&维空间到一个 (》 - 幻维 
空间的映射的象，此映射 由一个 Ax 01-6) 矩阵给出） • □ 

例考虑 n = 2 的情况即平面 上的椭 圆.一个椭圆由三个参数决定 
<例如两 轴之长 与 一轴之方向)•所以平面上的椭圆 成一个 3 维流 
形， 由公式 看也是 这样* 

然而一个圆只由一个参数（半径）决定 • 因此椭圆空间中圆 

的流 形是三维空间中的一直线，而不是乍看起来的曲面* 

这个“隹事”从下面的计算中也许看得更清楚 • 具有相同固有值的二 
坎型 』 f + 2 Bxy ^ Cy 1 构成坐标为 4 5, C 的三维空间的子流形而由一个方 
程; U - A ^ O 给出， KtU 9 B f C ) 是固 有值. 然而此式左方是两个平方之 

和，可由特征方程的判别式看出《 

A = ( 3 + C)* - 4CAC - 炉 > ■ (2 - C)* + AB 1 . 

:所以 △==(> 一个 方程决定二次型空间中的一 条直线 = 而不是一 

十曲面. 

旋转椭球流形之余维数为2这一事实有一个简单的推论：即它 
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不能分割一 切椭球之空间 （具 有重谱的二次型流形并不分割二次 
型空间），正如直线不能分割三维空间一样.因此我们不仅可以断 
定“一般位置”的椭球三轴长不同，而且任 意两个不等轴椭球都 
可用‘橢球空间中的全由不等轴椭球所成的光滑曲线连接起来.此 
外，若将两个一般位置的椭球用椭球空间中的光滑曲线连接起 
来，而此曲线上有一点为旋转椭球，则将此曲线作任意小移动都 
可使它离开旋转椭球集，而在新曲线上所有点都是没有两轴相等 
的椭球. 

当系统刚度增加时本征频率也增加这一定理有一个简单的 
证明可以作为以上所说的 推论. 一个二次型的非重固有值对参 
数的导数由二次型在相应本征方向上的导数 决定. 若刚度增加， 
位能在各个方向包括本征方向都 增加. 于是本征频率也增加•这 
样，在下面的情况下，即若可能从原系统避免重谱而变为刚度更 
大的系统，这时我们已证明了频率增加的定理 • 有重谱出现时定 
理可以通过求极限来证明，这要基于以下的事实，即从原系统到 
刚度更大的系统的路径的内域可以由于任意小的摄动从重谱移 
开. 

总之我们可以说，典型的单参数椭球族（欧氏空间的二次型 
族）中不包含旋转椭球（有重谱的二次型）•把这应用到惯量椭球 
我们就得出了前面的必须加上两个可调节质量的结论 • 

现在我们转到2参 数族. 由我们的计算可知，在一个典型的 
2参数族中，在参数平面上的孤立点处可遇到旋转椭球 • 


例如 考虑夭 维欧氏 空间中的凸曲面.曲面 的第二基本形 式在各点的切 
空间上定义一个椭圆 • 故有一个2参数椭圆族（在曲面一点附近选一局部 ■ 
坐标可将此族移到一个平面上去）.我们得出一个结论：在曲面上除某些 


立点外椭圆轴长不同 • 因此在一般形式的 




上有两个正交方向（即椭 a 


的主轴> 场而具有孤立奇点 • 在微分几何中这两个方向称为主曲串方向， 


癱 
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-奇点称为脐点.例如在椭球面上有四个挤点 f 它们位于包含最长 1 最短主 
:轴的椭圆上，其中两个可在椭球面的测地线的图上清楚地看见（图 207). 

完全同样，在典型的3参数族中，旋转椭球只在3维参数空 
梱的某些曲线上遇到.例如若在三维欧氏空间之每点上有一椭球 
(即一个2指标对称张量），则主轴场的奇点一般地 是在某 些曲线 
.上（那里三个方向场中有两个有间断).这些曲线，如前例中的脐 
点那样可分成好几种类型.它们的分类（对于典型的椭球场）可 
:以从附录12中讲的拉格朗日投影的奇点的分类得出. 

在典型的 四参数 族中，旋转椭球可在参数空间的二维曲面上 
出现.这些曲面除了在参数空间的孤立点上横截相交外没有奇 
点; 参数的这些值对应于有（不同的）两对相等主轴的椭球 • 

三重轴在5个参数时第一次出现在参数空间的孤立点上•对 
:应于二重轴椭球的参数值形成5维参数空间中的三维流形而有两 
;类 奇点： 沿某曲线横截相交的两枝和某些(不在此曲线上的)孤立 
点上的锥奇点；即参数空间中对应于三等轴椭球的点.这些锥奇点 
有以下构造：令三维旋转椭球流形与中心在奇点的小半径四维球 
面相截，我们得到两叶射影平面.所得出的射影平面在四维球面 
，上的嵌入微分同胚于二维球面上的五个二次球面调和所给出的嵌 
人（即球面 x \^ x\+xt = l 上的函数空间中标准的正交函数 
的五个线性组合，而且正交于1,给出到々的一个偶映 
射，从而给出 i ? 尸到义的嵌入 

佘下的是要描述一个典型的2参数族中的二次型的固有值当 
参数趋向使两个固有值重合的奇点时的性态*稍微作些计算即知 


» 

• ^yi=yK/^3(x z 1 -x 1 2 )/2 t y^A/ 3 X!X 2 , 3 ^ 2 X Zf 3 x 3 x lf 

y & =x 2 3 —(x 2 i+ x 2 2 )/2 9 (xt t jva, xs) — >(yu y^) 给出偶晚 

射一日译本注 
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我们考虑的这一对固有值的图象，在参数平面的奇点附近，形如 

一个二叶锥面，其顶点对应于奇点，每一叶对应于一个固有值 
(图 243). 


： X 



图243单参数和二 参数的 一般形式的振动系统族的本 征频率 

我们的二维族的典型的单参数子族，在参数平面上形如一个 
不经过任意奇点的曲线_每一个包含奇点的单参数族经过一个小 
摄动就会离开这个奇点；所得的单参数族是参数空间中从奇点附 
近通过的曲线.参数平面上接近于奇点的曲线上的固有值的图象 
是由锥面上投影到这个曲线上的点组成.因此在奇点附近，这图 
象接近于一双曲线，很象一对相交的直线（当单参数族通过奇点 
时就得到一对相交的直 线). 

对二参数的二次型族的固有值的讨论可以解释当一个参数变 
化时本征频率的奇特的性态：一般地（除了完全奇异的情况外）， 
当一个参数变化时本征频率可以彼此接近但不会重合> 然后它们 
又必定按不同方向分开. 

B 在研究连续介质的振动中的应用 

以上的一般论证在研究各种有限多个自由度的力学系的依赖 
于参数的本征频率时有许多应用；但是最有趣的可能是应用到描 
述连续介质的振动的无限多自由度的力学系上 • 这些应用的基础 
在于以下 事实， 即具有已知重数的轴的椭球之流形的余维数由重 
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数决定而不依赖于空间的维数. 

例如，在一切椭球之流形中旋转椭球集的余维数在任意维空 
间中都是2;因此自然假设在无限维希尔伯特空间中的椭球之无 
限维“流形”中，旋转椭球之集余维数为2 (因此没有重轴的椭 
球之空间是连通的）. 

这一类讨论当然需要严格的论证.但是我们不打算从事于 
此，只是要看色看，如果把它用到连续介质的振动问题上，上面 
的讨论会有什么结论. 

充满一个紧区域 D 的连续介质的动能可 用点％ 对平衡位置的 
偏离 w 表不为 

T = ^f D u * dx - 

为确定起见，取此连续介质为膜（这时区域 D 是二维的，偏离《 
是一维的）.动能在构形空间（即函数《的空间）中定义一个欧氏 
空间构造.位能由狄里克莱积分 给出： 

U ^l\ B 

(从数学观点看来这些数据就是膜的定义). 

膜的本征频率的平方就是二次型 t / 在构形空间（其中的度量: 
由动能定义）上的固 有值. 我们极设一个典型的膜对应于一个典 
型的二次型（这假设意味着相应于各个膜的二次型流形与具有重 
固有值的二次型流形是横截的）' 如果我们相信这个关于一般位 
置的性质，就可得出以下结论. 

1. 对一般位置的膜，所有本征频率都不同 • 我们可以沿一个完: 
全由具有简单谱的膜所构成的连续路径从一个一般位置的膜走到 
另一个.此外连接任意两个膜的典型路径上甚至一个具有 重谱的 

* 参看 Arnold , [ 11 ], [ 12 ]; 又见 D 下的日译本注一日译本注 
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膜也没有（端点可能除外). 

2. 改变膜的两个参数可以使两个本征频率重合；要得到三重频 
率必需有五个独立参数供处理；四重频率则要十个参数， 等等. 

3. 若从一个具有简单谱的膜加以连续变形而沿着任一个一般位 
置的路径走到另一个具有简单谱的膜，则其结果，所得的第二个膜 
的第 fc 大的本征频率总是从原来的膜的第&大的本征频率变来而 
与变形的路径无关；然而本征函数的拓展一般地依赖于变形路径 

(即当 改变路径时，所得本征函数的符号可能改变）. 

特别是，若从一个具有简单谱的膜开始，加以变形，而且在 
膜的空间中沿一闭路绕过具有重谱的膜的集（其余维数为2)，回 
到原来的膜，则第大本征频率回到原来的值，而 第&个 本征函 
数可能变号（英译本注： K . Utlenbeck , ri ： 证明过类似的结 

论 *)• 

C 对称性对谱的重数的影响 

重谱对一般形状的系统虽是例外，但若系统是对称的而且对 
称性在小扰动下保持，则不可能在小扰动下除去重谱. 

例如，考虑等边三角形顶点上的三个等质量质点，各用同样 
的弹簧彼此联结且联结到中心，而且可在三角形的平面上运动. 
这个系统有三阶旋转对称，所以有一个线性算子 P 作用到构形空 
间（维数为 6) 上，其三次幂为1而且保持构形空间的欧氏构 
造，在构形空间中给出位能的椭球也不变. 

因此，这个椭球必为旋转椭球，若令9表示构形空间上的所 


* 现在有限维情况下举一个例.二次型 （3 — cod )/ — 2( s ; n 0) 义 y + (3+ 
cosO ) y ^= l 的固有值2对应于固有矢量当沒从 

0变到 2 it 时，它从 （1,0) 变为* (1*0), 见冗. Uh leu beet 的上文-曰 

译本注 
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述算子， S 为椭球主轴上的矢量，则（因为 P 把椭球体变为自身） 
5^仍为主轴. 

对有两种可 能性： 或者 g = I ，或者 S 与成线性无关而在 
构形空间中交角 120°. 在第二个情况下，4与成所张的平面上 
的矢量全是主轴.所以，相应干这些轴的固有値至少是二重的， 
我们的讨论表明，具有三阶旋转对称的系统的振动可以是两 
个类型的：或者在旋转120°后不变 = 或者在此旋转下变 

为频率相同的独立的本征振动 （ M 与 I 独立）.在第二个情况下其 
实有三个同频率的本征振动形式 （L W 和 fD ， 但其中独立的只 
有 两个： 

I + gS + g z i = 0 > 

因为平面上三个等长而交角为120°的三矢量之和必为零 • 

这个系统的本征频率数一般为6 • 要找出其中有几个是第一 
型（对称）的和第二型（非对称）的，我们可论证如下•考虑每 
个质点均与其它质点独立地振动这个极限情况 • 这时选构形空间 
的标准正交基即六个本征振动，每个质点有两个，即一个质点运 
动，其余两个不动•用 L 和小表示相应于第〗点的本征矢量，本 
征颊率分别为 a 和&，々，:^为在 fe 准正交基 I ”仏中的坐転•这: 
时位能可写为 

a 

. • . 

U = y(^f +b l yl) + y(a 2 A：2 +6 2 夕 |> 

+ ^Ca z xl +6Va). 

对称算子&使坐标轴换位 

' , 

gii = iz = ^3 = 

/ 

grfi = Vz V 3 gr]z = Vi . 

现在我们可以把这个六维空间表为两条直线和两个二维平面 



柏正交直和，而在对称算子0下 不变. 即是说不变直线由矢量 

Sl + l+Ss 和 7?1 + ??2 + Vi 

的方向决定，不变平面则是它们在各由矢量匕和仏所张的空间中 
的正 交补. 第一个直线是频率 a 的对称本征振动的方向，第二个 
则是相应于6的对称本征振动的方向.完全同样，第一个平面中 
的每个矢量是相应于频率 a 的本征振动的方向，但旋转120 °后成 
为独立的同频率的振动；对第二个平面的每个矢量，振动频率为 
b 9 也不是对称的. 

这样在这三个独立点的蛻化情况下 • 有两个对称型的独立本 
征振动和四个非对称的，而后者又分为两对 • 每一对中的振动频 
率都相同而可以由这三个点的平面旋转120 °而互变 • 

我们要指出以上结论当这三个点按任何规律相互作用时都成 
立，只要作用是对称的，即只要系统的位能当平面旋转120°时不 

变，则总是这样* 

事实上将六维构形空间分解为夕的不变矢量的平面及其正交 

补的正交和 • 位能将分成两个二次型--个有两个变元一个有 

四个变元-之和 • 现在考虑具有以上位能的二维和四维构形空 

间中的本征 振动. 四维空间分解为两个没-不变乎面而在位能度 
暈下 正交. 我们这样得到了具有所需性质的六个本征振动的系 

统* 

这样，在具有3阶旋转对称的平面上的三个点的一般形式的系 
统中，有四个不同的本征频率，两个是简单的，两个是二重的 • 
每个简单频率对应于一个对称本征振动，每个二重的则对应于三 
个本征振动而可由旋转1加°互相得出，且其和为零（所以其中只 

有两个是独立的）. 

问 H 将具有等边三角形对称性（不但可旋转120°而且 W 对三角形之高作 
反射）如系统的本征振动分类* 


■ 
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fi 題将对称群是立方体的 24 个旋转的系统的本征振动分类. 

答 振动有五个类型.在旋转下，从一个振动可以得 到一组 H 4、2 或 r 
个独立振动 （最 后的情况下振动是完全对称的）. 

注 为了对具有任意对称群的系统之振动分类， 发展了 一个特殊的工 
具（所谓群表示理论）•例如可参看 Michael Tinkham , Group Theorr 
and Quantum Mechanics ， McGraw - Hill , 1964, 

D 对称系统的频率在保持对称性的参数变化下的性态 

现在设我们的对称系统一般地依赖于几个参数，其变化不影 
响对称性.这时不同重数的本征频率也将依赖于参数，而产生了 
它们何时重合的 问題. 我们将只提出具有三阶旋转对称这一最简 
单情况的结果（对任意阶的旋转对称，答案是相同的).细节 
可在以下诸文中 找到 ： Arnold [ ll ：, Karpushkm [ l ]. 

任何具有3阶旋转对称的系统的本征振动可分两类：对称振 
动以及在旋转120°后变为独立振动的振动.对于一般的具有3阶 
旋转对称的系统(特别是，如果没有其它对称性)，所有第一类本征 
频率都是简单的，第二类则是二重的 • 此外结果是，如果一个系 
统一般地依赖于一个参数，而且对此参数的一切值都是对称的 * 
则当参数变化时，对称振动的本征频率不会重合，非对称振动的 
二重本征频率也不会分裂*此外，非对称振动的二重本征频率在 
参数变化时也不会 重合. 然而，对称振动和非对称振动的本征频 
率在参数变化时都独立地变动，所以对于某些离散的参数值，对 
称振动的本征频率和非对称振动的（二重）本征频率可以重合 
(然后又互相越过）. 

为了使两个对称振动的本征频率重合，我们必须使至少两个 
参数变化；_而为了使两个非对称振动的本征频率重合，必须至少 
变动三个参数. 

一般说来，在一族典型的具有三阶旋转对称性的系统中，为 ; 
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了使个简单本征频率(即 f 个对称 振动) 以及/个二重频率(即 
„/个非对称振动）重合，族中的参数个数至少应是 

( 1 - 1 ) 0 *+ 2 ) , , 2 

■ - • 

我们把这应用到对称膜的振动上去.这里我们将设膜是一般 
形状的，允许旋转120°，而且对应于构形空间的椭球空间中的一 
般形状的椭球，也允许由膜的旋转所诱导的构形空间中的 变换. 

这个假设的准确的陈述是：对所有的膜除一个余维数为无穷的集夕卜， 
由对称膜空间到对称椭球空间的映射，横截于每一个具有几个重合主轴的 


椭球的流形. 

如果我们同意这个假设，则关于对称膜的振动就会得到以下 
的结论： 

1. 对于一般形状的允许120°旋转的膜，渐近地有1/3本征频率 
是简单的（计重数)，相应的本征振动允许旋转120%其余的本征 
频率是二 重的； 每一个二重本征频率相应有三个固有函数，其和 
为零，而且在旋转120°时互相转变 • 

2. 在这种对称膜的一般的单参数族中，对于孤立的参数值，有 
一个简单频率与一个二重频率重合，但不会有简单频率（或二重 
频率）的互相重合. 

3. 要使本征频率的更复杂的重合（对保持对称性的小扰动要是 
稳定的）可能实现，膜族的参数的最小个数是 

ynf (l-l)(t +2) 

tr L 2 

- vu 是 f 个简单频率和 / 个二重频率重合的点数* 

時别是，对于保持圆形膜3阶旋转对称的典型小变形，有 
1/3固有值（相应于固有函数之方位角部分为 cos 3 %) 和 sinM 中 

m 立即分离*作进一步的单参数变形，简单本征频率和二重本 

j 



• 465 • 



® 频率可以互相越过，但是两个简单频率（或两个二重频率）石 
会互相重合 • 

E 讨论 

一般位置和对称性这两个 概念的 重荽性特别是在千在那些找 
不到精确解的问题中，它们使我们能得到一些信息. I 待别是，几乎 
没有一 个膜我 们知道其本征振动的形状.然而用一般的论证，例 
如关于固有值的重数，我们多少可以说上一点. 

研究连续介质的高频振动在许多领域（如光学、声学等）中 
是很重要的，而且已发展了一些近似决定本振频率的形状 的特殊 
的 方法.其中之一 C 称为 准经典近似） 是局部地寻求近似于短波 
长的简单谐波的振动，它的振幅与波前方向逐点不同* 

经过分析（这里不作了）以后表明，在有些情况下可以作出 
具有所 述性质的固有函数方程的近似解.近似解的意义是它们几 
乎满足固有函数方程* (而不是它们接近于真的固有函数 )• 

特别是，如果膜的形状是三个角磨得很光很钝的正三角形， 
我们可以作出一个上述的近似解，而且只在三角形的一个髙附近 
与零有 相当的出入，（物理学家称它为在三角形高上运动的光线之 
波近似;这个光线就是与膜菔状相同的弹子球台上的稳定①轨 
道；参看关于短波渐近的下一个附录). 

由对称性和一般位置的论证可知，典型的具有三阶旋转对称 
的膜没有上述类型的实本征振动 • 设膜有一个本征振动集中在一 
个髙附近（但不是在膜的中心附近).则旋转120°和240°我们将得 
_三个本征频率相同的本征振动.这三个振动是独立的（由它 O 

• 见 Arnold : D 中所引第一文 . § 6 .—日译本注 
①弹子球轨道线性稳定的条件形状如下： 

+ — —广)>0， 

/是轨道区间的长，是轨道两端的台壁的曲率 半径. 
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的和非零可得).因此本征频率的重数是3，这对于具有三阶旋转 
对称的典型的系统是不会发生的* v 

从这个论证很清楚，建立固有函数的严格的高频渐近的企图 
是没有什么希望的事 I 我们能够希望做到的是得到几乎本征振动 
的近似公式.这样一个几乎本征振动与真正的本征振动可以相差 
很大，但是若我们给出了相应于它的初始条件，则它在很长一个 
时间里很象一个驻波 C 本征振 动）. 

几乎 本征振 动的一个例子就是用很弱的弹簧连接起来的两个 
完全一样的摆中之一的运动 • 若在初始时刻，使第一个摆运动而 
让第二个摆固定，则在一个相当长的时间里，看起来只有一个摆 
在振动，而此振动是几乎本征的.对真正的本征振动，两个摆以 
相同的振幅振动. 

把膜的几何形 状与其 本征振动的性质联系 起来的 问题近年来由许多作 
者作了广泛 的研究 （包括 H. Weyl, S. Minakshisuadaram and 
Pleijel, A* Selberg, J^Milnor, M. Kac, L Singer, H, McKean, 

Colin d© Verdiere ， Cliazflrraiii ， J* J* Duistcr* 

j * 

r ^ ^ 

maat, Y. F. Lazutkin, A. I. Schnirelman. 和 S. A. Molchanov). 

关于最 简单的 问题: “你能听 出鼓的 形状吗 广答案 是否定 的* :存在贅 
具 有相同 的谱的不等距 的黎曼流形. 另一方面， 流形的有些 性质可以从& 
皆拉斯 算子的 固有值 和固有 函数反推出来（例如全部闭测地线的长度都贫 

以反推出 来). 


• 见 M. Kac f [1]. 一日译本注 
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附录 11 短波渐近 

从物理光学的观点看来，几何光学中对光的传播的描述，无 
论用光线（即哈密尔顿典则方 程). ，还是用波前（即哈密尔顿-雅 
可比方程）都只是近似.按物理光学的观念，光是电磁波而几何 
光学只是一次近似，而且只在波长与所考虑的物体的大小比较很 
小时，才是对现象的好的近似. 

这些物理观念的数学翻版就是相应微分方程解的渐近公式 
—它们对高频振动（即短波）给出更好的 近似* 这些渐近公式 
既可用光线（即某个哈密尔顿动力系统的运动）又可用波前 （BP 
哈密尔顿-雅可比方程的解）来写出， 

类似的短波渐近对许多描写各种波动过程的数学物理方程都 
存在 # 在物理和数学的不同领域中这种近似有不同的名称.例如 

在量子力学中，短波渐近称为准经典近似；它们可用 WKBJ 
(G. Wentzel, H, A. Kramers, L. Brillouin, H. Jeffreys) 

方法来决定，虽然刘维尔， 格林， 斯托克斯，瑞利等人早得多竦 
应用 过它， 

短波渐近的作法是基于这样的想法，即局部地看来，在每处 
都可看到一系列几乎正弦形的波，虽然其振幅和波前方向在各点 
上缓慢地变化 • 把这种形状的函数形式地代入描述波动过程的偏 
微分方程，则（在短波长的一次近似下）归结为波前的哈密尔 
顿-雅可比方程.求更高阶近似使我们也能决定振幅对点的依赖 
性. 

当然，整个这个程序需要数学基础 • 相应的定理的准确的陈 
:述和证明绝非易事 • 由于“聚焦面” C 也就是焦点或共轭点或转点 
等等）引起了巨大的困难， 
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聚焦面就是光线族的包络，光线从一个光滑的弯曲表面反时 
到墙上就可以看得见它.若正交千波前的光线相交而形成聚焦 
面，则在繁焦面附近必须对渐近公式稍加修改.具体说，每条光 
线上的振动的相在光线每通过聚焦面一次时都会发生一个标准时 
跳跃 （1/4 波长）. 

利用相空间的拉格朗日子流形及其到构形空间上的投影就 
能很方便地得出所有这些现象的准确的描述.这里聚焦面解释为 
表示这一族光线的拉格朗日子流形由相空间到构形空间投影的奇 
点.这样，将在附录12中介绍的拉格朗日投影的奇点的标准形式 
就给出了 “一般位置”的光线族所成的聚焦面的奇 点的分 
类. 

在这个附录里我们将介绍（但不给出证明）量子力学中薛定 
谔方程的短波渐近的最简单的公式.更详尽的叙述可以在以下文 
章里找到《 J . Heading ,[1] (特别是 V . P . MasloT 为其俄译本所 
写 的附录 2);Maslov[l ： UAriiold ， [7];H5rmaiider[l]. 

A 薛定谔方程的准经典近似解 

粒子在欧氏空间中一个位能为 LT 的场中的薛定谔方程是关干 
复值函数的一个方程 

ih~~— ~ A 垆 +[/ (g)0， ^ 6 R** f GR. 

2 

这里 A 是一个实常数，它也是所考虑的问题中的小参数， △ 是拉 
普拉斯 算子. 

我们设初始条件具有短波形式 

rp \ t ~ 9 = ^(q )^' Z 》 <7> ， 

qKq ) 是光滑函数而且只在某个有界区域内不为零.下面我们要 
求薛定谔方程满足这个初始条件的解的渐近时）公式 • 

首先我们考虑在位能为 LT 的场中的经典粒子的运动，即考虑 
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2 n 维相空间中的哈密尔顿方程 


Bp 


aH 


H = 


U ( q -) 


这些方程的解决定一个相流（在关于位能的一些我们假设满足的 
条件下；这些条件能使粒子不致在有限时间内跑到无穷远处去）. 

相应于短坡初始条件，我们作相空间的一个拉格朗日子流 
形（即一个维/数与构形空间维数相同而且定义辛构造的2-形式 
dpAdq 在其上恒为零的流形).具体说，我们定义相应于初始条 
件的“动量” 为相函数的梯度，即 


p(q) 




:引理对 任意光滑轟数$ ， 禹数 piq ) 在相空间 R 211 = {(/>，9)} 中 
的困象是一个拉格朗日流形.反之，若一拉格朗日流形可微分同 
，胚地映到 g - 空间上（即它是一个 Q 的函数的图象），則它必由一个 
主 成函数 s 按上式给出. 

我们用 M 记从初始条件（具有函数 s ) 作出的拉格朗日流 
形. 在时间（后相流把 M 变为另一个流形因为相流保持 
辛构造，所以新流形仍是拉格朗日流形 # 

对于小的/，新拉格朗日流 ? 

形和老的一样可以微分同胚地投 


U 


g l M 


射到构形空间上.然而 < 变大以 \ h 9M 9tM 

后就不一定对了（图 244). V \ 

换言之，新拉格朗日流形的 (1 

几个点都可以投影到构形空间的 

同一点 q . 我们假设只有有限多 11 • 士 - - i - 

-个这种点而且它们是非蜕化的 图 244 相流対拉格朗曰流形的变换 

(即在拉格朗日流形的投影到 Q 的各点上，投影到构形空间的映 
射的导数非蛻化). 


」 一 
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非晚化条件对几乎所有的点 C 3 都成立.使它不成 ft 的例外点 Q 成为构 
形空间申的零测 度集. 一般情况下 * 这个集是比构形空间维数少1的曲面 • 
这个曲面在我们的问組中起着聚焦面的作用，某本身可以 有很* 杂的 奇点. 

新拉格朗日流形上投影到 Q 的点是由相流从原拉格朗日流形 
(由初 始条件作出）的好几个点变来的.换句话说，在时刻初 
始条件在原拉格朗日流形上的经典粒子的好几条轨道都到达 Q . 

用（九，⑹记相空间的这些初始点， &是 沿着从 ip S 9 q ^ 
迚发的相流轨道上的作用量.更准确挫说，令 

S$iQ 9 t) = s(,qs) + f LcW ， 

Jo 

L = —2 - JJ (g) , g 6 Cpj ， qs) = ， q(Q)) • 


抑 J 当 A —0 时，薛定谔方程的具有由函数3和$给出的振荡初始条 


件的解有渐近形式 


DQ 

■i 11 ■ ■ > ■ _ 

Dqj 


— 1/2 

e i z 


+ 0 (/ 0 , 


叫是一个整数（摩尔斯指数）将在下面定义 • 

为了解释这个公式，我们先考虑时间〖区间很小的情况•这 
財上面的和化为一项，因为原拉格朗日流形由相流在小时间后变 
换而得的拉格朗日流形仍微分同胚地映到构形空间上 • 换言之， 
相应于薛定谔方程的初始条件的粒子族中，只有一个在小时间 （ 
后到达 Q . 

对小的（，摩尔斯指数为零（从下面的定义中可以看到）•这 
祥函数 4( Q ，0 和初始条件一样有快速振荡形式 • 这样定义在时 
伺 f 的波前的函数 S 就是哈密尔顿-雅可比方程的解在时间/的 
值，此解的初始条件是由定义初始时刻的波前的函数 5 给出的 • 
波在时间/在 Q 处的振幅可由初始时刻位于到达 Q 的轨道的起点 




471 


m 



处的振幅乘上一个因子来决定.这个因子的选择是要使得在粒子 
相应于初始条件的运动下，函数0之模的平方在相空间的一个被 
粒子充满的区域上的积分不随时间而变.（这里我们假设在初始时 
刻在构形空间中选定了一个区域，然后 t 在原拉格朗日流形 t 选定 
相点使其投影到构形空间上正落在这个区 域内； 找出这些相点在 
相流作用下在时间/后的象；最后这些象在构形空间中的投影就 
成为“在时间（被粒子充满”的区域）. 

B 摩尔斯指数和马斯洛夫指数 

数叫定义为由出发的相曲线在区间 ：0, C 内对流形 
M 的焦点个数. 

对流形 M 的焦点定义如下.选一点 Q 使得在由 M 经过时间^ 
所得的拉袼朗日流形的投影下，在此点满足非蛻化条件，然后若 
我们考虑由 Cps ， qi ) 出发的整个相曲线，则在由0到 f 之间的 
某一时刻6>，拉格朗日流形上的点（>(0)， 9 (0))处非蜕化条 

件可能不满足.这种点就称为沿此相曲线对于 M 的焦 点. 

我们注意到对 M 的焦点和摩尔斯指数的定义并不依赖于薛定谔方程， 

而只与构形空间的余切丛中的相流的几何性质有关（或者说与 变分问 题有 
关，这都是一回事）. 

特别是我们可以取余切丛的过点，仏）的纤维 (q = 9 o ) 为拉格朗 
日流形 M . 这时，在过 O 。， g 。） 的相曲线对 M 的焦点称为原来点的 共轭点 
(更准确些应说，焦点在构形空间中的投影是点 W 沿着构形空间 中从％ 出 
发的 动量为 A 的驻定曲线的共轭点）.在更特殊的沿黎曼流形的测地线运动 
的情况，对于余切丛纤维的焦点称为测地线上的初始点沿此测地线的共轭 
点.例如球面上的南极就是北极沿任意子午线的共 轭点. 

一段测地线的摩尔斯指数，等于初始点的共轭点数，在变分学中起重 
要的作用.具体说把作用量的二阶微分看作我们计论的测地线的变分空间 
(端点固定）上的二次型，这个二次型的惯性指数就等于摩尔斯指数（例: 
如参看 J . MUnor , Cl 3.> 
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这样， 测地线在到第一个共轭点前是作用量的最小值，这就说明了力 
学中许多变分原 理称为“最小怍用原理”是合理的. 

我们要注意，在计算摩尔斯指数时，焦点个数需计重数 ( 一 
般位置的焦点重数为 1). 

摩尔斯指数是所谓马斯洛夫指数的特例，它的定义和构形空 
m 的佘切丛之拉格朗 h 子流形的任意曲线的相流无关. 

考虑《维拉格朗日流形到《维构形空间上的 投影. 这是伺维 
數流形间的光滑映射.它可能有奇点即导数映射降阶之点，在奇 
点附近投影不是微分同胚. 

结果是，一般地说，奇 点集是 n-l 维的， 它 是由简单奇点 
(秩只减少 1) 组成的 O - 1>维光滑流形和有限多个维数分别为 
3 或更小的光滑流形之并.这里“一般地”是指对拉格朗曰流 
形作任意小扰动但保持其为拉格朗日流形就会有这些 性质. 

我们应该 指出. 奇点集分解成的各个维数不同的小块中没有维 
的.在构成维流形的最简单的奇点之后，就是秩下降2的点；它们构 
成》-3维流形 • 但奇点集到构形空间上的投影 （即聚 焦面）一般说来包括 
从0维到 - 1维的小块而没有遗漏 • 

此外，最简单奇点的维流形在拉格朗日流形中有两恻； 
即是说，我们可以对其各点的法线规定一个指向 如下. 

考虑拉格朗日流形上的某简单奇点.在此点在构形空间的投 

b 

影附近取一个坐标系心， …， 令丸 ，…， 为余切丛的纤维中的 
相应坐标.在此奇点的一个邻域中，可以把拉格朗日流形看成变 
量（夕1， …， <?«) 的矢量函数 （9 l ，_?2, …，夕》) 的图象 （ 当然也 
可以是男一个彫状类似的矢量函数的图象，不过特殊的坐标不是 
第一个而是另外一个） • 

在此点附近的奇点于是由条件1^=0定义 • 对于一 般位置 

api 

的拉格朗日流形，当从奇点流形在所述的简单奇点附近的一侧穿 
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到另一侧时，#会变号.我们称此导数为正的一侧为正侧. 

d pi 

要注意，必须证明在不同点附近正方向之定义互相一致.此外，也必 
須证明一点附近正方向是适当定义的，即与坐标系无关.这些都可以用寬 
接计算来敗到（见前引作者之文). 

拉格朗日流形上有向曲线的马斯洛夫指数定义为它由奇点流 
形的负侧穿到正侧的次数减去相反方向穿过的次数.这里我们要 
设曲线的端点不是奇点，而且只与简单奇点流形以非零交角相: 
交. 对这类曲线定义了指 数后， 我们就能对 连接两 个非奇点的任 
意曲 线定义指数.为此只需用一个只以非零角与简单奇点流形相- 
交的 曲线去逼近此曲线.可以证明，指数不依赖于逼近曲线的选 
取. 

何题 求由参数 f <0< f <2 jr ) 定向的圆夕=<：<^，9 = $111#在相平面之拉格 
朗日流形 p z + q z ^ 1中的指数. 

答 + 2, 

最后， R 2 •中的相曲线的摩尔斯指数可定义为一个适当的 
(2 n + 2) 维相空间中的一个<« + 1)维拉格朗 ㈢ 流形上曲线的 
马斯洛夫 指数. 我们可取（九4;如，9)((久的€1^)为此空间 
的 坐标. 若令 = /?。=-幵(夕，9)而 ( P ， q ) 在 R 2 * 的一个打 

维拉格朗日流形（由原流形经相流作用在时间/后得出）上，即 I : 
当 f 变化时， R a " +2 中的相应点构成一个 巾 + 1) 维拉格朗日流_ 
形.一个相点在相流作用下运动的图象可以视为这个（《 + 1)维 
拉格朗日流形上的曲线.可以验证此图象的马斯洛夫指数就是原 
来的相曲线的摩尔斯 指数. 

C 闭曲线 的指数 

线性相空间的拉格朗日子流形上的闭曲线的指数也可以用复 
构造来计算 • 在线性相空间 W = {( A ， g )} 上除了辛构造 dpAdq - 
外，我们再引入一个欧氏构造（其数量积平方为 y + g 2 ) 和一个 ■ 
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复构造，其中乘以 Y 的运算定义为护•上的同构 J 如下， 

/: R 2 "—R 2 " I(p ， q、 = i - q ， p 、， 

2 = p C n = {z} m 

这三个构造之间有关系式 

0 ， v]= Oxjy^y 

方括弧记斜数董积. 

■* 

相空间中保持这些构造的任意两个（从而也保持所有三个> 
的线性变换称为酉变换.这种变换变拉格朗日平面为拉格朗曰平 

面， 

每个拉格朗日平面均可用酉变换从另一个（例如方程为 g =0 

的实平面 R 11 ) 得出.此外变实平面为同一拉格朗日平面的两个 

酉变换相差一个同时为正交变换的酉 变换： 

B = AC CR K = R\ 

反之， 先作一个正交变换不会改变此平面在酉变换下的 象* 

现在我们注意正交变换的行列式等于± 1. 所以变实平面为 
一已知的拉格朗日平面的酉变换之行列式的平方只依赖于此拉格 

朗日平面而与酉变换的取法无关. 

在作了这些初步说明之后，我们苒回到拉格朗日流形及其上 
的有向闭曲线.曲线上的每一点都有一个平面切于辛矢量空间的 
拉格朗日流形.变实平面为此切平面的酉变换之行列式平方是一 
个模为1的复数 • 当点沿闭曲线运动时，这个复数也 变化. 绕行 
曲线一周后，行列式的平方也绕复平面的原点绕某整数周，这里 
规定从1到 f 是正向 • 这整数就是闭曲线的指数 • 

闭曲线的指数出现在定常问题（本征振动）的渐近公式中 • 
设相应于位能 f / 的相流有一个不变拉格朗日流形于等能面片=丑 
上.这时方程 

(g) — 


I" j ：' 
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有一系列固有值 k - co 且有渐近式 h = ~+0( AC )， 只要对拉格 
锢曰流形上的闭周界 V 我们有同余式 


2fi 




(h pdq= indy (mod 4). 


在一维情况下，拉格朗日流形是圆周，指数为2,上述公式 

v 

就化为所谓“量子化条件” 


/i^Cp pdg = Zn[N 





相应于这 些固有 值的固有函数也与拉格朗日流形有联系，但这联系不 
这么简单， 事 实上我们写不出固有函数的渐近公式而只能写出近似地满足 
固有函数方程的函数，这些函数在拉格朗日流形对构形空间的投影之外很 
小.渐近公式在投影所成的聚焦面附近有 奇性. 

然而真正的固有函数的性态可能完全不同，至少当固有值是重的或接 
近于重的时是这样（参见附录10>. 
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附录 12 拉格朗日奇点 


拉格朗日奇点就是拉格朗日流形到构形空间的投影之奇点 t 
在研究哈密尔顿-骝可比方程的整 体解、 研究聚焦面、焦点或共 
轭点、分析 固体介 质中间断性或激波的传播，以及在研究短波斯 
近（附录 11) 时都会遇到这种奇点. 

为了描述拉格朗日奇点，我们必须先谈一谈一般的光滑映射 
的奇点.我们从最简单的例子开始， 

A 曲面到平面上的映射的奇点 

球面到平面的正投影赤道上点都是奇点（因为导数之秩减少 
1而成为 1) .结果在投影平面上形成一个曲线（称为视轮廓）将 
具有不同个数的原象点的区域分开：平面上视轮廓内的点有两个 
原象，其外之点则没有原象. 

“视轮廓”较复杂的情况可能有 
更复杂的奇点.例如考虑三维空间 
(坐标为中由方程 , 

x ~yz — Z S / 

給出的曲面（图 245) 以及它的平行 
于之轴到 ix , y ) 平面的投影. 

投影的奇点形成曲面上的光滑曲 
线（方程为= •然而它在 Ud ) 

平面上的象并不是光滑 曲线. 此象是 
半立方抛物线，以（0,0)为尖点， 

方程为 

21 x z - Ay z . 

这曲线将乎面分为两部分 * 较小的（尖点内）部分和较大的: 



(尖点外）部分.在较小部分内每一点上方有曲面上的三个点， 
:在较大部分每一点的上方只有一点. 

我们现考虑曲面的小变形.可以证明与此曲面相近的任意 
曲面，投影的视轮廓都有类似的奇点（半立方尖点）位于接近千 
原曲面的视轮廓的尖点处.换言之，这个奇点不可能由曲面的小 
扰动消除. 

更进一步，也可以不对曲面作变形，而任意变动曲面到平面的 
’袂射本身（而不再问它是否投影），但荽求它仍是光滑的，而且变 
形很小.可以证明：对于这样的变形尖点也不会消失而只会稍微 
变形. 

这里提出的例子已经穷尽了曲面到平面的映射所有典型的奇 
点.可以证明所有更复杂的奇点都可用小扰动消除.所以，对任 
意光滑映射稍加变形，我们总可以做到在曲面任一点的邻域中， 
映射或者没有奇性，或者在构造上类似于球面赤道附近到平面的 
正投影，或者在构造上类似于上述曲面的在视轮廓上有立方尖点 
的投影映射. 

“构造上类似于”是指，在原象曲面和象平面上，可以选局 
部坐标（在我们的点及其象附近），使在这些坐标下映射可以写成 
特别的方式，具体说，曲面到平面的映射在上述三种点附近可以 
化成的标准形式是 

= y%- (非奇点） 

^2= ^2 (如球面赤道处那样的 折叠〉 
yi - XiXz - h = 〜（视轮廓上有光点的“绉折”） 
这里（々，心）是原象的局部坐标，（％, %)是象的局部坐 
标. 

这个定理的证明（属于惠特尼 （ H . Whitney )) 及其髙维 
- 推广可以在光滑映射奇点理论的书中找到，例如 Arnold , [83, 
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Arnold ， Varchenko, Gusein - zade[l] * ; Tiom and Levine, 
[1]; Golubitsky and Gulllemin, Lll. 

B 拉格朗日流形投影的奇点 

我们现在考虑一个《维构形空间，相应的2«维相空间和一个 
«维拉格朗日子流形（即一个《维子流形而在其上定义相空间的 
辛构造的2-形式恒为零）. 

将拉格朗日子流形投影到构形空间上，我们即得一个《维流 
形之间的光滑映射.在绝大多数点上，它是局部微分同胚，但在 
拉格朗日流形的某些点上，其微分的秩下降.这些点称为奇点. 
在奇点集到构形空间的投影下，形成一个“视轮廓”称为拉格朗、 
日情况下的聚焦面. 

聚焦面可能有复杂的 奇点； 然而和在通常的光滑映射的奇点 
理论中一样，可以用小扰动来除去太复杂的奇点(这里所谓小扰动 
是指拉格朗日流形在相空间中的小变形而仍保持其为拉格朗 日流、 
形) • 

这以后只留下最简单的不可去奇点，我们可以写出它们的标 
准形式而且可以一劳永逸地研究它们.当考虑一般位置的问题而 
不具有任意特殊的对称性时，自然可以设想将只出现这些最简单 
的不可去奇点. 

例如，考虑由一个点源发出而被一个光滑的弯曲曲面在墙上 
反射（这里四维相空间是由以一切方向与墙表面相交的直线构成 
的，拉格朗日子流形则由从光源发出的光线与墙表面相交而成） 
形成的聚焦面 * 移动光源，我们可以看到，聚焦面一般只有简笨 
的奇点（半立方尖点)，而更复杂的奇点只有当光源在特殊的例夕卜 
的位置时才出现. 


* 中译者加的 • 
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我们下面将在时给出 2 n 维相空间的 《 维拉格朗日子流形 

到《维构形空间上的投影的奇点之标准形式.这些标准形有有限 

多个而且（以 相当 神秘的方式)与简单 李群、函数的简单覘化临界 

点、正多面体和许多其它东西的分类有关. 时某些奇 点的标 

准形必然含有参数.更详细的细节可以参看以下诸文: 

Arnold [10] 及 V . I . Arnold , Critical points of smooth 

functions and their normal forms . YMH 30:5(1975). 

C 维数 n^5 的拉格朗日流形的投影之典型奇点的标准形式表 
我们将用以下的记号， 

( W .， g B ) 是构形空间的坐标. 

Cpi 9 " > pn ) 是相应的动量 。 

于是夕， 9 合起 来成为 相空间的辛坐标系. 

我们将用一生成函数 F ， 由 

dF … 公 F 

qi : VpT —巧 

给出一个拉格朗日子流形，指标 〖遍取 U ， …，某个子集中 
的值， i 取其余集中之值 # />i 的奇点在表中用丧示， 

i = 1，2, />2 的用表示 • 

用这样的记号，同一个式子尸（夕 i ， …）可以看成表示不同维 
数空间中的拉格朗日流形；我们可以添上任意多个变 元❼而只实 
际上不 依赖于它. 

典型奇点的标准形式表 如下： 当《= 1时， 

A 1： F = p \ 9 A z i F - ± ph 

«=2 时，除上述两个以外还有 

A zl F= ± -f* q 2 pU 

游二 3 时，除前三个以外还有 

A A i ±pl^ q z pt + qzpU 
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D 4: F 二 ± p \ p 2 ± pl-^qipb 

时，除了以上五个以外还有 

A &i F ~ ±p s , ^-q 4 p 4 1 ^-g 3 p' ^-qzplf 

D si F- ± p\p2± pi^q4pl + qspU 
除了以上七个以外还有 

A e： ± W ± g 5 W + … 

Dqx F= ± p\p % ± p\ ^ q t p 4 2 + q A p\ + q^pl 9 
Eei ± pl± pt^qspipl-hqipipz+qspl. 

D 标准形式的讨论 

型的点是非奇异的.型的奇点是折叠 奇点. 若取 CPp 
%，…， W ) 为拉格朗日流形上的坐标，则投影映射可写为 

( Pi ， q ” …，士 3 夕? ，殳 2 , •••，〜）• 

型的奇点是在视轮廓上有半立方尖点的皱析.为了看清 
这一点，只需把相应的由2维拉格朗日流形到平®的映射写出来 
就行了： 

(夕 1 ，穿 2 ) ■♦ ( 士 + 2 q 2 p 19 q 2 ') 9 

型的奇 点在三维情况第一次出现，相应的聚焦面 由三维 
空 间的一个曲面（图 246) 表示， 它有一个称为 “燕尾” 的奇点 



图246三维空间中聚焦面的典型奇点 
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(我们已在节 46 见过它）. 

三维空间中有型奇点的聚焦面可用一个具有三个尖点型 
棱（^ 3 型且切于一点)的曲面来表示；这些尖点型的棱中有两个 

可能是虚的，所以型聚焦面有两种式样. 

E 拉格朗日等价性 

我们现在必须说明以上提出的例子在什么意义下是拉格朗曰 
流形之投影的典型奇点的标准形式.首先我们要定义哪些奇点应 
看作“构造相同”. 

拉格朗日流形到构形穷间 上的投 影映射简称 为拉格朗曰映 
射.设有两个同为《维的流形的拉格朗日映射（相应的拉格朗曰 
流形一般说来位于不同的相空间中，后者是不同构形空间的余切 
丛).如果有这两个相空间的辛微分同胚把第一个余切丛的纤维变 
为后一个的纤维并把第一个拉格朗日流形变为第二个，就说这两 
个拉格朗日映射 是拉格 朗日等 价的. 这个辛微分同胚称为 拉格胡 
日 等价映 射， 

我们注意两个拉格朗日等价的拉格朗日映射可以用原象空间 
和象空间的微分同胚互变（或者如在分析学中的说法，用原象空间 
和象空间的坐标变换互变）.事实上把上述辛微分同胚限制在拉格 
朗日流形上就给出原象之间的微分同胚，又因为纤维映为纤维， 
所以又得到象空间的微分同胚. 

特别是，两个拉格朗日映射的聚焦面是微分同胚的，因此按 
拉格朗日等价性作的分类就给出聚焦面的一个 分类. 然而按拉格 
朗日等价性的分类比聚焦面的分类细，因为聚焦面的微分同胚一 
般地并不一定给出映射的拉格朗日等价性 • 此外按拉格朗日等价 
性的分类比原象和象就微分同胚的分类也细，因为并不是每一对 
，微分同胚都是由梱空间的辛微分同胚实现的. 

在某个选定的点的邻域中的拉格朗日映射称为在该点拉格朗 
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日等价于另一个拉格朗日映射（也有一个选定点)，如果有第一个 
)秧射在第一点的某个邻域到第二点的某个邻域上的第二个映射的 
拉格朗日等价性，而且变第一点为第二点. 

现在我们就能提出维数<5时的拉格朗日映射奇点的分类定 

理. 

定理每一个 n 维拉格朗日流形(«^5)都可以用拉格朗日流形 
类中的任意小扰动变成这样一个，使得到构形空间上的投影在每 
一 点都拉格朗日等价于 以上列 出的拉格朗日映射之 

特别是， 一 个二维拉格朗日流形可以在拉格朗日流形类中用 
任意小扰动变到“一般位置”，而使得到（二维）构形空间的投影 
映射除折叠（它可用拉格朗日等价映射化为标准形式』 2 )或皱 
折（可用拉格朗日等价映射化为标准形式乂3)外没有 奇点. 

我们注意，这个关于二维拉格朗日映射的结论不是由一般的（非拉格 
朗日）映射之分类定理得 来的. 首先，拉格朗日映射只是一切光滑映射中 
很特殊的一类，所以它们可以有（当《>2时确实有）典型的奇点而对一般 
形式的映射则非典型的奇点，其次，可以用原象和象的微分同胚化为标准 
形式并不意味着可以用拉格朗日等价性化为标准形式 • 

这样，一个在一般位置的二维拉格朗日流形的聚焦面只可能 
有半立方尖点（和横截自交点）的 奇点. 所有吏复杂的奇点都会 
在拉格朗日流形的小扰动下消失，而所得出的聚焦面的尖点和自 
交点用小扰动就再不能消除而只能稍加变 形了. 

奇点的标准形式 •“ 也能类似地用来研究髙维拉格朗 
日流形的聚焦面和研究含参数的低维拉格朗日流形的聚焦面当参 
数变动时的发展®. 

本节的公式在勒让德奇点的理论即波前的奇点、勒让德变 

(D 例如参看又 . Arnolds Evolution of wavefronts and equivariant 
Morse lemma# CPAM, 1976, No# 6. 


• 483 • 





换、包络以及凸包等等的理论中都可找到其它应用.拉格朗日和 
勒让德奇点的理论不仅可以直接应用于几何光学和振荡积分的渐 
近理论，而且可以应用于变分法、非线性偏微分方程的间断解、 
优化问题、追逐问题等等.多姆 （ R . Thom ) 对奇点理论、分 
枝理论及其应用给出 了一个 总的名 称:“ 突变理论”， 
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附录 13 Korteweg-de Vries 方程 


经典力学方程的首次积分并不是都可用该问题的明显的对称 
性（例如刻卜勒问题、椭球面上的测洩线问题等等的特定首次积 
分）来解释的.这时我们就说有“隐对称性”.① • 

Korteweg-de Vries 方程（简称 KdV 方程）提供了这种隐 

对称性的有趣的例子 
( 1 ) «*= 

这个非线性偏微分方程第一次出现在浅水波理论中；后来发 
现在一系列数学物理问题中都遇到这个方 程*. 

由于许多数值实验，发现了这个方程在无穷远处适合零边值 
条件的解的引人注目的性质： 当 /— + CO 和 -CO 时，这些解分 
解为“孤立子”——即具有一定形状和不同速度的波. 

想求一个速度为 C 的孤立子，只需以函数 《 =炉0-叫代入方程 （1) .然 
后得到9的方程炉〃 = 3史 2 + c 9 + c /， d 是一个 参数. 这是具有三次方 位能的 
牛顿方程.在相空间（炉，炉0有一个 鞍点. 由这个鞍点 到使得 P = 0 的鞍点 
的分界流形决定了一个当 X — 土 时趋向零的解；它是一个孤立子* 

孤立子在碰撞时有很复杂的非线性相互作用.然而数值实验 

的结果表明，孤立子的大小和速度并不因碰揸而改变.由此可以预 
想有某种守恒律存在 • 事实上 Kruskal ， Zabusky , Lax, Gardd 
n er ， Green 和 Miura 找到了 Korteweg-de Vries 方程的一系列 
首次积分③ • 它们的形状是人= LP ,(«， …，以 >)“， P ，是一个多项 
式.例如，容易验证，以下都是方程 （1) 的首次积分： 


① 英语文献中时常称为“意外 Caccidental ) 对称性"——英译本注 

* 见 D . J . Korteweg . G . d « Vries , [1] -日译本注 

② 对这一点的解释可见 M . Kruskal ,[ l ], 
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u^dxj 



+ w 3 



dx ， 



u^dx 


出现首次积分的无穷序列很容易由 Lax 的以下定理 ® 来解. 
释.我们用一个％的函数记号本身来记乘以这个函数的乘法算子， 
对％的微分运算 记作义 考虑含有函数 wO ：) 的斯图姆-刘维尔算 

我们可以直接验证 

定理 Korte weg-de Vries 方程等价于方程 t/= [L ，A = 

4 沒 3 — 3 C.tiS + 3 m ) m 

由 Lax 的这个定理直接可得 

系由方程 （ 1 ) 的一个解作出的算子 2 ：对一切 f 互相酉等价 > 特 
别是，在无穷远处有零边值条件的斯图姆 - 刘维尔问题 i/ = A / 妗 
固有值 2 均为 Korteweg-de V ries 方程的首次 积分 . 

Gardner, Y. E # Zakharov 和 L. D . Faddeev 注意到 Cl ) 是一 

个完全可积的无限维哈密尔顿方程组，并找到了相应的作用量— 
角变量在无穷远处为零的函数空间上有一个辛构造由斜 数量: 
积公 £ (咖，如）= ( w 9 v - Wu ;) 心给出 • 积分 / i 就是方程 (1) 盼 

哈密尔顿函数.换言之，方程 （1) 可写成 X 的函数的函数空间私 
的哈密尔顿方程的形式：«= id / dx ^ mjdu ^^ 

每个积分八都这样给出“高阶 Korteweg-de Vries 方程” 
w = Q . C «] ? Q a = Cd / d ^) CSI 9 / 6 u ) 是导数 u ， w ’， …， w 2<+1 的多项: 


①见 P . D . Lax , [1]. 

© Zakharov * Faddeev , [1]. 

* 这种哈密尔 顿形试 和上述 Lax 表 现还有 非线性付里叶变换是 KdV 方程解法- 
的三个 途径. 关于它们的相互关系之说明，可见 FUschka, H”NevelU 
[1]. ——日译本注 
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式.积分 h 互相对合， 相应于它们的在函数空间上的流是交换 

的. 

多项式匕， Q ， 的显式以及作用量〜角变量的显式（从而还有方程 （1) 的 

解〉 都可以用位能为 w 的散射理论的正和反问题的解表示出来. 

Q * 的显 $可以由 Lax 定理 的推广 Gardner 定理得出.在 x 的函数之空 
间中 考虑形 的撖分算子，其中九=1，其佘系数则为《以及 u 
对 x 的导数昀多项式*结果是，对任意 s 都有一个 N + 1阶算子儿使得它与 
斯图姆 -刘维 尔算子 i 的交换子即乘以函数 [ L , 儿 ]= Q •的算子. 

算子/ •可以由这些条件唯一决定但相差一个 dr , rO 的线性组合；同 
样，多项式 Q •也可以定义到相差其前面的各个 Qr 的一个线性组合* 

Y . E . Zakharov , A . B . Shabat ， L . D . Faddeev 和其他人 

应用 Lax 的方法和散射理论反问题的技巧研究过一系列在物理上 
重要的方程，包括方程 = +垆„±分|妒1* = 0等 

等》 

研究 Korteweg-de Vries 方程的周期边值问題使 S. P. 
Novikov® 发现了一类有趣的有限多自由度的完全可积方程组* 
这些方程组的作法如下： 

考虑首次积分的任意有限线性组合 ， i = 并令 U 

以/为哈密尔顿函数的函数空间上的流的恒定点集在哈密尔顿函 
数为/•的相流下，包括在方程 （1) 的相流下是不变的 • 

另一方面，这些恒定点又可由方程 W / dx )(3//5 u ) = 0或 

61 / du = i 来 决定. 后一方程是包含《阶导数的泛函I - “^的欧 
拉-拉格朗日 方程％ 因此其阶数为 2n 而可以写成 2 »维欧氏空阅 
中的哈密尔顿方 程组. 


① NoYikov^S.P*,[l]. 

* 参看节12, A.B. —日译本注 
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这样得出的》个自由度的哈密尔顿方程组有个互相对合的 
积分，而可以用适当的作用量-角变量坐标完全积出.这样， 
我们可以得到 Korteweg-de Vries 方程的含有+ 1 个参数 

( 2 «个相坐転和« + 1 个其它参数 c 19 ***, r tt j J ) 的有限 繼特解 


族. 

这些特解，正如 NoTikoT 指出的，有值得注意的性 质：例 
如，在周期问题中，它们给出函数《<>)，使得具有周期系数的线 
性微分方程 

+ u ( x)X = AX 


在 A 轴上有有限多个参數共振带（参见节 25 )' 


• 关于可用散射理论的反问题来作出 KdV 方程周期解的方法，可见 DubrOYin， 
Matveev, : Ncnrikcnr, [1]. 关于 KdV 方程，日文爷中也有一些很好的书， 
如田中俊一，伊達悦朗， （ Tanaka,Date ， [l]) 户田盛和 ,（Totia，[l]). 

-日译本注 

弔写完后，对送个附 录中所 讨论的问题又进行了大量的 研究，特别是有 
NoYikoy , DoubroTin * KricheTeri Manakov ^ Matyeey , Its * Dikii ， 
Maflin,Dr Infeldt Gelfandt Lax , Moser * Me Kean , Van Moerbftke > 
Adlerf PerelomOTf OlshanetskH 等人，其中 MaGakov 对任意 n 解出了 
R" 中刚体妁 欧拉 方程： 它们是 完全可 积的*详见 NoYikOY 及其合作 者即将 
出版 的新书 ——英译本注 

英译本注中提到的一些苏联作者的主要文章巳由 G. Wilson 收雩并英译为 

^Integrable System” 一书 (London Math. Soc* Lecture Note 
Ser ; es f No - ^O.Cambr'dge UniT . Pfess, 1981) 中 • 其中并有详尽的参 

考文献—屮译者注 
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译后记 


本书是著名苏联数学家 B. H. Apho ^ bh ,MaieMaTH^ecKne 
neTOflH KjiaccHxiecKoft MexaHHKH (1974) 一书的译本 • 原书 

自出版以来不胫而走，现已有英、法、日文译本. ApHOJIM 本 
人在数学上的贡献是多方面的：包括力学、常微分方程、微分流 
形的拓扑学以及奇点理论等.这本书的主旨也正如作者指出的， 

是强调经典力学的几何的定性的恻面.这样的著作近年来已经 
很多，例如可以参看 Godbillon[l],Thirring[l],Macla n e[l], 
Abraham and Marsden[l]，Sourian[l ] 等等. 然而作者此书 

无疑是最 好的： 它既广泛地应用了现代数学的种种工具，使经典 
力学这个很古老的学科别开生面，同时又使人了解了现代数学的 
许多方面——以微分流形为核心的几何与分析方面——实在有深 
厚的历史根源.它不但对数学家和力学家，而且对理论物理学家 
都会是很有兴趣的.在数学中它也不只是对有志力学的人有 
用，而应该说是一种“一般读物”:是一部极有价值的文献而有助 
于提高人们的整个数学素养.本书分为两部分：前一部分十章深 
入浅出，简明易读，可以适用于从大学髙年级学生起的广大的读 
者.后面十三个附录则可认为是作者在科学上多方面的贡献的反 
映.虽然叙述简要，许多地方没有证明，但其中有不少正在被热 
烈研究着的问题以及深刻的思想.作为一个例子，附录1，2中关 
于指数不稳定性的讨论，实在可说是揭示了随机性在经典力孝中 
即已有了根源，联系到近年来“奇异吸引子”理论吸引了许许多 
多数学家——这实在并不 奇异 1 —就可以看到作者思想之丰富与 
探刻. 其实，作者的老师 A.H.KojiMoropoB 在1954年阿姆斯特 

丹国际数学家大会上的报告 [2] 又一次提出了经典力学的基本问 
题，开始了这方面的工作.作者师承其后， J. Moser 也作出了 
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重要贡献，即著称于世的 KAM 理论（见附录 8) .作者由于这 一 
重要贡献，曾与 KojiMoropoB 共同荣获列宁 奖金. 又如附录11的 
短波渐近是当代偏微分方程渐近理论的一个极好的介绍，而这个 
问题已经成为现代的线性偏微分算子理论中最活跃的问题之一， 
也是数学物理的重大问题\限于译者水平，不可能再作更详细 
的说明.读者如果对这些附录或其由一、二稍作浏览，自然会惑 
到是赏心悦目大有裨益的事. 

这个译本根据的是英译本，并参照法、日文本作了 一些补 
正，对所发现的一些印刷错误也作了修改，此外还加了 一些文 
献.限于水平，错误之处在所难免，诚恳地希望读者指正. 

译者 

1983年3月于武汉大学 

英译本 

V . I . Arnold，Mathematical Methods of Classicat 
Mechanics 

译者， K. Vogtmaim ， Weinstein ， Springer— 
Verlag , 1973. 

法译本 

V . I . Arnold，Mfethodes Mathfematiques de la 

4 

. _ 

♦i I _ r * 

Mechanique Claglique, 

课者， D . Eiribarek , Mir ， Moskou . 1930. 

曰译本 

T - yju 告輿力学 ® 数学的方法 

诔者，安 i 韶一蟹江幸博丹羽鈹雄， 

岩政#店， 1980. 

* 关于这方面的新的丈 k#Ler a y[l]Masi 0 Y and Fed 0 ryuk[l]. 
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汉一英名词对照 


C 按拼音字母顺序排列) 


伴随表示，群的 


B 

I 

Adjoint representation^ of a 


保守力场 
贝蒂数 
贝克荷夫 

〜标准形式，哈密尔顿函数的 


group 

conservative force field 
Betti number 
Birkhoff 

〜 normal form for a Hamiltonian 


〜标准形式，变换的 


闭形式 

. S • . 

变分 

庞加莱 

二加 当积分不变董 
〜回归定理 
〜相对积分不变置 
〜引理 
波阿松 
〜定理 
〜括弧 
〜矢量 

〜作用，李群的 
波安索定理 
波前 

不变环面 


〜 normal form for a transfor¬ 
mation 

closed form 

.• . 

variation 

Poincar 吞 

r 

Cartan integral invariant 
〜 , s recurretice theorem 
〜 ’s relative integral inY&ri&at 
s lemma 
Poisson 

S theorem 

^ I 

〜 bracket 


〜 vector 

-，.：.. 

^action of a Lie group 

•• ♦ 

V 

Poinsot^ s tteoremr 

P h 

wave front 
invariant tori 
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参数共振 parametric resonance 

测地线 geodesic 

测地流，有向接触元素的 geodesic flow of oriented contact 

elements 

场 1 field 


非退化超平面〜 〜 of nondegenerate hyperplane 

化约〜 reduced 〜 


有心〜 

右不变〜 
轴对称〜 


Central 〜 

right invariant 〜 

axially symmetric 〜 


D 


达布定理 
接触构造的 〜~ 

达朗贝尔-拉格朗白原理 
单参数群，微分同胚的 

导数 

协变〜 

方向〜 

渔夫〜 

缺射的〜， 

等涡场 ■ 

典則变换 
无穷小〜 


Darboux 9 s theorem 

〜; for contact structures 
D" alembert-Lagrange principl# 
one^parameter group of 
dif feomorphisms 
derivative 

covariant 〜 ： 

〜 in a direction 

fiskermaa^ 公〜 

Lie 〜 

〜 of a map 
-isovortex fields 
/Canonical transformation 
infinitely smalW 


自由〜 


free 〜 



定常 （的〉 , 


stationary 


〜汰 


^ flov 


动董 


momentum 


广义〜 


generalized 〜 


对合性 

互相对合的函数 


厄米特（的） 

〜标准正交基 
〜数量积 

复射影空间的〜构造 

二次哈密尔银函* 

〜的固有值 
二体问« 


法向慢度，波前的 
反商多项式 
泛函 
可微 
方程组 
等能可积分〜 

非退化可 积分〜 
方位角 
仿射空间 
费尔马尿理 


involutivity 
functions in iiiYolutioa 

E 

Hermite^ hermitian 
〜 orthonormal basis 
〜 scalar product 

〜 structure of complex proje©—^ 
tive space 

quadratic hamiltoniaii 
eigenralues of 〜 
two-body problem 

F 

normal slowness of a front 
reflexive polynomial 
functional 
differentiable^ 
system (of equations) 
isoenergetic ltttegrable^ 
nondegenerate integrable^ 
attimuth 
affine space 
Fermat 1 s principle 
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分裂，分界面的 
复构造 
复射影空间 
付科摆 


削度，力学系的 

刚体 

功 

力的 ~ 

场的 ~ 

共轭方向 
共振项 
构 形空间 
孤立子 
固有值 

哈密尔顿函数的 
惯性、惯置 
〜力 
〜算子 
〜椭球 
〜张量 
〜坐标系 
光线 

光学路径长度 
广义速度 
轨道 
轨迹 


splitting of separatrices 
complex structure 
projective space, complex ： 
Foucault pendulum 


G 

rigidity of a system 

rigid bodv 

work 

^ of a force 
〜 of a field 

conjugate direction 
resonant terms 
configuration space 
$olitoa 
eigenvalue 
〜 of a bamilto&iast 
inertia 

inertial force 

〜 operatar 
〜 ellipsoid 
〜 tensor 

〜 coordinate system 

ray 

optical path length 
generalized velocities 
orbit 

trajectory 


善 • 



蜻密尔顿 （的〉 ： 
〜函数 
〜流 

〜矢董场 

哈密尔顿典则方程组 
哈密尔顿-雅可比方程 
哈密尔顿最小作用原理 
•恒定 （的〉 

〜群 

> 1 , ▲ 上 

〜旋转 
〜坐标系 

I 

横截，横截性 

•m 

横截子空间 
环流 
环面 
不变~ 

遽更斯 

〜定理 

〜原理 


加德纳定理 
姻里略 （的〉 
〜变换 
〜构造 

〜空间 

〜群 


Hamiltonian 
^function 
〜 flow 

〜 vector field 

Hamilton’s canonical equations 
Hamilton-Jacobi equation 
Hamilton’s principle of least 
action stationary 
^group 
^rotation 

〜 coordinate system 
transversaU transversality 
transverse subspaces 
circulation 

j \ 

torus, tori ’ 

t 

， invariant 〜 

Huygens 
〜， tbcorem 
〜’ principle 


Gardner" s theorem 
Galilean 

^transformation 
〜 structure 
〜 space 
〜 group 


^ m ， 




〜坐标系 

fc 里略相对性原理 
加林定理 
加速度 

焦点，流形的 
积分 

形式在链上的〜 
微分形式的〜 
积分不变量 
相对〜 

基本形式 
交换子 
角动量 
接触 
〜超平面 
〜构造 

〜哈密尔顿函数 
〜平面 
〜矢量场 
〜微分同胚 
〜形式 
〜元素 

〜元素/有向的 
接触化，辛流形的 


^coordinate systeia 
Galileo’s principle of relativity 
Galin's theorem 

■ 

acceleration 

focal point to a manifold 
integral 

a form oror a chain 
〜 of a differential form 

integral invariant 

• ， 

relative 〜 
basic forms 
commutator 
angular momentum 
contact 
^hyperplana 
〜 structure 

^hamiltonian function 

b 

4 

^plane 
〜 Yector field 
diffeomorphism 
〜 form 
〜 element 
〜 elemeat, oriented 

I i 

• " , 

；ontactification of a symplectic 
t manifold 


进动（岁差） 

近日点 ^ 

近心点 

局部哈密尔顿矢量场 

矩 


precession 
perihelien point 
pericenter 

locally kamiltonian vector field 
moment 
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相对于一个被的愤董〜 〜 of inertia with respect to atn 

ezis 


相对于一个轴的矢量〜 
聚焦 

E 离，同时事件的 


绝热不变量 


〜 of a vector with respect to aa axis 
caustics 

distance between simultaneous 
events 

adiabatic invariant 


m 勒 
〜度金 
〜流形 

柯莫戈洛夫定理 
科里奥利力 
可积条件 
超平面场‘〜 

弗洛比尼乌斯〜 

刻卜勒 
〜定律 
〜问题 
空间乎均 

Korteweg-de Vries 方程 


K 

Kahler 

〜 metric 
〜 manifold 

Kolmogorov’s theorem 
Coriolis force 
integrability condition 

〜 for a field of kyperplines 
Frobenius 〜 

Kepler 

s law 
s problettt 
space average 

Korteweg-de Vries equafibfi 

•• , 

* 

L 


卜拉格朗日〈的〉 
映射的 ~ 等价性 
〜方程 
〜方程组 
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Lagrange, (Lagrangean) 

.r 

—equivalence of mapping 
〜， s equation 
〜 system 



〜方程组，非自治的 

〜函数 

〜流形 

〜平面，辛空阏的 

〜奇点 

〜映脉 

-拉誉拉斯矢董 
勒让德 
〜变换 
〜对合 
〜流形 
〜奇点 
〜纤维化 
〜子流形 


〜 system, non*autonomus 
〜 function 
〜 manifold 

^plane of a symplectic space 
〜 singularity 
-^mapping 
Laplace vector 
Legendre 

〜 transformation 
^involution 
〜 manifold 
^singularity 
〜 fibration 
〜 submanifold 


离散子群 


李代数 


哈密尔顿函數的〜 
李群的〜 


矢董场的 ~ 
首次积 分的〜 
李括弧 


李群 


李萨茹图形 
李雅普诺夫稳定性 


力 

惯性〜 


惯性〜， 
广义〜 

科里奥利 


旋转的 


离心 ~ 


discrete subgroup 
Lie algebra 

〜 of hamiltonian functions 
〜 of a Lie group 
〜 of vector fields 
〜 of first integrals 
Lie bracket 
Lie group 
Lisssjous figures 
Liapunov stability 

force 

inertial^ 

inertial^of rotation 
generalized^ 

Coriolis 〜 
centrifugal 〜 
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内〜 

外〜 

相互作用〜 

约束〜 

零化乎面 

邻域，流形上一点的 

流函数 
刘维尔定理 
流形 
凯勒〜 

嵌入〜 

可平行化〜 

拉格朗日〜 ' 

勒让德〜 

黎曼〜 

连通〜 

黎曼（的） 

〜度量 

〜度量，右不变的 
〜度量，左不变的 
〜流形 
〜曲率 

〜曲率，二维方向的 


internal ^ 

• I . . 

external 〜 

〜 of interaction 
constraint 〜 e - 

•. . 

plane of annihilation 
neighborliood of a point of 你 
manifold 
stream function 
Liouville's theorem 
manifold 
K Siler 〜 
embedded 〜 
parallelizable 〜 
lagrangian~ 

Legendre 〜 
riemannian 〜 
connected 〜 
symplectic 〜 

Riemann (riemanciwi> 

^metric 

〜 ^ 9 right invariant 
^ 〜， left invariant 
〜 manifold … 

〜 curvature 〆 

〜〜 in a two-dimensional 
direction ” 


马斯洛夫指数 


M 
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Maslov index 



迷向平面，辛空间的 


isotropic plane of a sympleotic 

"space 


摩尔斯指数 
莫伯丢最小作用 A 理 


能 

动〜 

v 非机械， 
位〜 

有效位〜 
总〜量 
牛顿 


Morse index , 

Maupertuis^ principle of least 

action — 

■ 

W_ 

一 . 

N 

_ energy 

i kinetic 〜 

-S - 

non-mecliaiiical^ 
potential 〜 

' effective potential 〜 
total 〜 ： 

Keaton 


〜方程 ^’ s equation 

〜决定性原理 v 〜 ’ s principle of determinac^ 


诺特定理 

Noether，s theorem 

A 

b 

i T 

y 

o r 

• 、 • 

欧拉 ':… 

Euler 

〜方程 ：‘ 

'' 〜 equation " 

广义刚体运动的〜方程 " 

〜， s 〜 for a generalized rigid 


body 


欧拉- 拉格朗日方程 
欧氏（欧几里得的 ) 
，构造 
~空间 


^ angles A t ^ 

Euler—Lagrange equation 5 

Euclidean " ■ 

^structure 
〜 space 
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遑历定理 
平均化廉理 
平均值定理 
平衡位置 
额率 
独立〜 

〜间的关系 
条件周期运动的〜 


頻率偏移 


平朽移动，矢董在曲面上的 


•rgodic theorem 

. ■： 

averaging principle 
theorem on averages 
equilibrium position 
frequencies 
independent^ 
felation among 〜 

a conditionally pefiodlo 
motion 

frequency deviation 
parallel translation of a vector 
on a surface 


Q 


切 


taxigent 



^bundle 


〜空间 

法形©〜矢量 

裔点 

拉格朗日， 

勒让德〜 

奇异 t 维多面体 
%贝舍夫多項式 

曲率 

二维方向的黎曼〜 


»曼〜 


—space 

^vector to a manifold 
singularity 
lagrangiaii~ 

Legendre^ 

singular k - dimensional polyhedron 
CLebyshev polynomial 
fettr vat tire 

Riematmian~in a two-dimen¬ 
sional direction 
Riemannian 〜 


• • 



〜张 * 

饪囲 

〜的相容性 
群，平行移动的 


瑞利定理 


散度 

斯坦纳定理 
斯托克斯公式 
斯托克斯引理 
髙维〜 

失调 

肘间 

〜平均 

〜区间 

矢置场 

测地变分的〜 
哈密尔频〜 
局部~〜 

世界 

〜点 

〜线 

事件 

同时〜 

JL 同调 

李代数的〜类 


〜 tensor 
chart 

compatibility of 〜 ， s 
group of parallel displacement 


R 

Rayleigh’s theorem 

s 

. ' • • 

divergence 
Steiner’s theorem 
Stokes 7 formula 
Stokes 7 lemma 

multidimensional^ 

detuning 

time 

average^ 

〜 interval 
Vector field 

〜 of geodesic Yariatioa 
hamiltonian 〜 
locally 〜〜 
vorld 

〜 points r if 

^lines 
events 

simultaneous 〜 
cohomology 

〜 class of a Lie algehfn ^ 
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上循环 

李群的二维〜 

P 

生成函数 
〜的不变性 
守恒，定律 

能4〜 

坏流〜 

速度 

〜的相加 
广义〜 

数董积 

岁差，进动 


cocycle 

two-dimensional ^ of a Lie- 
group 

generating functiofl 
invariance of^ 
conservation? law of 
〜〜 ^of energy 
〜〜〜 of circulation 
velocities 

addition of 〜 
generalized 〜 
scalar product 

♦ * 

precession 



特征 


〜路径长度 
通量 • 场穿过曲面的， 


同调 


同伦 
〜公式 
同时事件空间 
图册 


〜的等价性 



陀螺 

对称〜 



拉格朗日~ 


characteristic 
〜 path length 

flux of a field through a surface^ 
Homology 

homotopy ’ 

^formula 

space of simultaneous events 
atlas 

equivalence of 〜 
s ymplectic^ 
top 

symmetric 〜 
fast^ 

Lagrange’s 〜 
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睡〜 


迅速抛出的〜 
椭球 
惯量 ~ 

旋转〜 

糊圆变换 


外 ， 

〜乘 

〜单项式 

. 〜导数，微分形式的 
〜积 

〜微分 ^ / 

4 ， 

〜形式 ^ 

* 

辱 

笼整约束 
威廉逊定理 

' ^ 4 * 

微分同胚 

同调于恒等映射的〜 

微分方程，一阶非线性偏 ， 


sleeping 〜 

〜 rapidly thrown 
ellipsoid 
〜 of inertia 
〜 of a reYolution 

elliptic transformation 

A 

w 

exterior 
〜 multiplication 
〜 monomial 

〜 derivative of a form 

^product 
^differentiatiom 

t * 

reform 

liolonomic constraint 
WiiliaiDson , s theorem 
diffecmorphism 
^homologous to the identity 
differential equation, first order 


微分算子 


non-linear partial 
differential operator 


微分形式 differential form 

< 4 / 

维数，流形的 dimension of a manifolc 

位能 potential energy 

稳定性 stability 

V ♦ 

李雅普 诺夫〜 Liapunov 〜 

强〜 strong 〜 

Sk Tortex 

r ■ ■ wS 

* ， 



〜管 〜 tube 

〜线 〜 line 

祸度，二维速度场的 vorticity of a two-dimensiona£ 

velocity field 


X 


系统（力 学系） system 

保守〜 （ 力 学系》 consenratiTe 〜 

二自由度〜 〜 with two degrees of freedoliP 


封闭〜 

力学系 

单自由度力学系 

* I 

自然〜 

釺维， X 上的 
线性化，方程缉的 
限制三体问 ® 

相对平衡 
相 


closed 〜 
mecli&jiical 〜 

〜 w!tli one of freedom^ 

natural^ 

fiber lying over x 
linearization of a system 
restricted three body probl«tt- 
relative equilibrium 
ph^se 


〜点 
〜空间 
化约〜〜 

〜流 

局部哈密尔顿〜〜 
平面〜 

〜曲线 

〜速度矢董场 
协变导数 
斜数董积 
斜正交 


〜 point 
^ space 
reduced 〜〜 

^ilow 

locally Iiamiltoiiiafl 〜〜 
〜 plane 
〜 curve 

一 velocity vector field 
tovariant derivative 
skew-scalar product 
^kew*orthogonal 
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〜补 

〜 complement 

〜矢鼉 

〜 vector 

辛 

symplectic 

〜构进 

^structure 

复射影空间的 一 

〜〜 of complex projective space 

射影代数流形的〜〜 

〜' ^of a projective algebraic 

manifold 

线性〜〜 

linear^^ 

〜基庄 

〜 basis 

〜群 

〜 group 

〜矢夤空间 

〜 vector space 

♦ ■ 

〜图册 

〜 atlas 

〜线性变换 

〜 linear transformation 

稳定〜〜 

stable 〜〜 

强 〜〜〜 


〜坐标系 

〜 coordinate system 

辛化 

• * 

» , 

symplectification 

接触流形的〜 

〜 of a contact manifold 

接触矢 * 场的〜 

〜 of a contact vector field 

形式 

form 

闭〜 

closed 〜 

非退化〜 

nondegenerate^ 

基本〜 

basic^ 

- 

虚变分 

virtual variatiofl 

旋度 

curl 

二维速度场的〜 

~of a two-^dinieiisioiial Telocity 

field 

旋转 ' 

rotation 

薜定谔方程 

Stltrodi&ser equation 

循环 

t)rtle 
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循标环坐 


cyclic coordinate 


雅可比定理 

t 

雅可 H : 方裎 
: 雅可比恒等式 

«化 

燕尾 

杨 

〜氏不等式 
〜氏对偶 
因子分解 
构形空间的 > 
相流的 - 

映射，一周期处的 
酉 

〜变换 

4 

〜群 

右平溱 

有效位能 
余伴随表示，群的 

余切 

〜丛 

〜空间 

1 ： . 

■ 

〜矢 4 

余维数，流形的 

远曰点 

远心点 

_ t 5辦、 


Jacobi’s theorem 
Jacobi equation 
Jacobi identity 
evolution 
swallowtail 
Young 

s inequality 
〜 duality 
factorization 
^of configuration 今 pace 

Jr 

〜 of a phase flow 
^ mapping at a period 
Unitary 

•* f, 

^transformation 
^group 

right translation 
effective potential energy 
coad joint representation 
group 

4 

cotangent 
〜 bundle 
〜 space 

• • S 、 * 

〜 vector 

* * 

s 

codimension of a manifold 
apjohelion 
. ^ap^ocenter 



约当方块，不可去的 
约束 
理想〜 

完整〜 

运动 

平移〜 

伽里略坐标系中的〜 


条件周期〜 

运动坐标系中的〜 


Jordan bloc^» nofireazorabl 
constraint 
ideal 〜 
holonomic 〜 

motion 

translational^ 

〜 in h Galilean coordinate 
system 

conditionally periodic 〜 

〜 in a moving coordinate system 


2 


子代数 
自然投影 
自由度 
章动 
振动 
特征〜 

相〜 

小〜 

正交群 

正则点，角动量空间的 

质心 

指示面 

驻定的（恒 定的〉 
作用量 

〜变 4 

〜函数 


subalgebra 
projection, natural 
degrees of freedom 
nutation 
oscillation 

characteristic 〜 
phase 〜 
small 〜 

orthogonal group 
regular point of the space of 
angular tnomentum 
center of mass 
indicatrix 
stationary 
action 
^variable 
〜 function 


— 角变 4 
坐标 
广义 ~ 

循环 ~ 


~ 一 angle variably 盔 
coordinates 
generalized 〜 
cyclic 〜 


- *■ 

* 522 • 



